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摘 要：论述了具有理想导体壁的谐振腔中各不同谐振频率的电磁场分量所满足的方程和边值条件，以及总 

能量与各不同频率的分量场的场能间的关系．结果表 明：不同频率的谐分量场间的互作用能对总场能没有 贡献 ，总 

场能等于不同频率的场单独存在时的场能之和；且电场与磁场间有号的位相差，其场能的时间平均值相等． 
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Abstract： Consided the equation and the boundary conditions satisfied by the components of electromagnetic field 

with different harmonic frequences in resonant carity of ideal conductor wall，an d the relation between the total energT of 

field and the energy of the component field with different frequ ences．The result shows that the interaction energ)r of har— 

monic components with different frequences no contributes to the total energy，which is the sum of each field，an d there is 

phase differency be tween the electric—field strength an d the magnetic induction，and the mean of time of the field ener— 

gys is equivalent． 
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1 谐振腔中的总能量与谐分量场能的关系 

在电子技术等实践中，经常要利用振荡器产生一定频率的电磁波或电磁振荡 ，在频率较低时 ，大多用 

电路组成的振荡器激发 ；但当频率较高(如微波范围)时，根据频率公式 v= ，为了减小电感 L和电容 
7r、／ LL 

C以提高频率 ，必然导致振荡电路的强烈辐射损失及焦耳热损耗．因此 ，人们开发了另一类振荡器——谐振 

腔来产生高频振荡电磁场 ，以具有理想导体壁的矩形谐振腔为例 ，其中激发的高频振荡电磁场的谐振(本征) 

频率为 ． 

v唧  【( ( (纠 
式中 L，，L ，L，为矩形谐振腔的尺寸(三条棱之长)，"l，rt，P=0，1，2⋯，￡和 为腔内介质的介电常数及磁导 

率，它们一般为频率的函数，但在定频下为常量(设介质是均匀的)．若腔中空，则 
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v 呷 = 导[( ) +(芒) +( ) ]圭． (2) 
其中 C为真空中的光速．显然，当 nt，n，P取不同的整数时，可得到不同的谐振频率，即腔中存在有各种不同 

频率的电磁场 ，这就 自然会产生如下的问题 ：1)各个不同频率的电磁场的能量间有什么关系，也就是腔中介 

质色散将如何影响能量?总的电磁场能量是否为各不同频率的分量场能量之和，换句话说 ，不同频率的场分 

量间的互作用能对总能量有何影响?2)电场能与磁场能的时间平均值是否与 LC振荡器 中那样仍是相等 

的?作者借助于矢量格林公式及有关定理，对此作出较为详细的讨论 ． 

1．1 定频分量场的方程及边值关系 

在有多个不同频率的电磁场分量存在的谐振腔中，有关推证只能从麦克斯韦方程组出发 ，这里事先假定 

腔具有理想导体壁 ，腔中介质均匀且绝缘(10=0， =0)．设第 n个(a=l，2，⋯)谐振角频率为 。，它对应的 

场量为 

E。=E。( )e一 ，B。=B。( )e一 ， (3) 

腔中总场量由叠加原理得 

E=∑E ( )e一 ‘，B=∑B。( )e一 ． (4) 

由麦氏方程组之X7×茜：一万3B n-l J~ 

× 菌= ×∑菌。=∑ ×茜。=一 ∑云。( )e =∑ 占。． 

因各 互不关联 ，要上式恒成立 ，则必须 

×E。= ／oa。B。=／o4／*。H。， (5) 

式中 ／1。(及后面的 e )是考虑到介质色散而引入的参量 ，它对应于角频率为 。时介质的磁导率(及后面的介 

电常数)．同理 ，由 × =一J+ = 得 

×H。=一 。e。E ， ×B。=一 。tI e。E。． (6) 

由 ·D =10=0及定频时 D。=e。E。成立，则有 

· =  · ∑ 。：∑e。 ·茜。：0， 

--  

a

f
(v· )= ∑￡。X7·一Ea( )e =一∑ 口E0 X7·茜。=0． 

同样 由于各 ￡ 互不关联，所以 

。

E。=0． (7) 

同理 ，由 ·B =0可得 

‘ B。=0． (8) 

对(5)式再取旋度并利用(6)，(7)式 ，有 

×( ×E。)=一 E。= 2。 。e。E。=k'oE。， (9) 

k。 = ． 

同理处理(6)式 ，有 

×( ×B。)=一 B。=k2B。． (10) 

(9)、(10)式就是各谐振频率的分量场所满足的方程 ，它们就是著名的定态电磁波的亥姆霍兹方程 引． 

对于E。和B (或日。)的边值条件，可利用理想导体中场为零而得出的边值条件 ×茜。I ：0， ．茜I 
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= 0，及 n·H l ： a，可得 

×

一

l ： ×∑一。l ：∑ ×一。l ：0E E E 0， 几× l =n× >： 。l ： >：凡× 。l ： ， 

( × )= ( ×一E )= (一 
。 × )：0 

据前已述的理由，各 互不关联 ，则有 

n× E。l =0． (13) 

同理可得 

n·E l ： 0，n ×H l = ． (14) 

其中 是Ⅳ 单独存在时在边界壁面上对应的面电流密度 ．(13)与(14)式就是各谐振分量场满足的边值关 

系(条件)． 

1．2 矢量格林公式 

设有二矢量 a和 b在区域 中连续且有连续的一阶偏导数，在 的边界面S上存在 ，则有矢量形成的格 

林公式 

寸)[b×( ×n)一n×( ×b)]·ds=I{n·[ ×( ×n)]一b·[ ×( ×n)]}d V， 

(15) 

其证明很简单 ，因为上式 

左边：l ·[b×( ×n)一n×( ×b)]dV= 

l}( ×b)·( ×口)一b·[ ×( ×n)]一( ×a)·( ×b)+a·[ ×( ×b)]÷d ： 

l{n·[ ×( ×b)]一b·[ ×( ×“)]}dV=右边． 

在下一节，我们将利用这一公式作相应论证 ． 

1．3 总场能与各谐振频率分量场能间的关系 

谐振腔中的总电场能量 

=  
D一 ·一Ed V

=  ∑
a 

( )dV= 

1．，[∑ E：+∑￡口云。· p] (16) ‘-√r 
0=口 口 口 

在(15)式中，令 a=D。=￡。E ，b=E『j(a≠l3)，并利用(9)、(13)式 ，可得 

I。，{￡。 。·[ ×( × p)]一 p·[ ×( ×￡n 。)]}d V= 

J {￡。E。。后 Ep。-Ep。￡。后 E。}d V==(后 --后 )J E 。EpdV== 

中[Ep×( ×￡。E。)一￡。E。×( ×Ep)]·ds= 

￡。[(ds×E )·( ×E。)一(ds×E。)·( ×Ep)]=0。 

其 中已利用了定频时 ￡。，k。，kp均为常量，因 k。≠ (a≠l3)，于是 

I￡。E。。Epd V=0， I．E。·Epd V：0． (17) J V J 

(17)式说明：在具有理想导体壁的谐振腔中(不限于矩形谐振腔)，不同频率的电场的相互作用能对总电场能 

的贡献为零 ．将(17)式代入(16)式可得 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


第 3期 文盛乐 ：关于谐振腔中的几个问题 5 

=  1 J ∥ d l ， 

式中 =吉』 。E2 dV：吉j‘ 。· 。d 为只有角频率 的电场存在时的电场能 
对于总磁场能的推证 ，可以利用关系式(5)进行 

。

= 吉』 B一·一HdV= ( 云 (∑t7面 )av= 
2 d + 

。
面。· ， 

(18) 

(19) 

其 中 第 二 项 

面。。 = 考 × 0)．(一 ×云 ： 
一 吉 f ( × Ⅱ)．( × 

因为 

( ×云。)·( × 口)： ·[ 。×( × 口)]+云。·[ ×( × 口)]= 

· [云 ×( × p)]+ ；云。· p， 

所 以 

j ( ×E )·( ×Ea)dV：9) d5。[E ×( × 口)]+j ；E。。Eed V： 

(d5×E )·( ×E口)+ ；J E。。EadV=o· 
二积分均为零是利用了(13)式及(17)式，于是 

。 。

。 d _o’肛 。 d —o． (2o) 
(2O)式表明，不同频率的磁场的相互作用能对总磁场能也没有贡献 ． 

吉f 。日2。d = 吉f 。 d = ， (2，) 
其中 =古l H dV=__1 l B。·H。dV是只有角频率为∞。的磁场存在时的磁场能．(18)和(21)式表明： 

厶 J ／- J 

在谐振腔中，虽然有介质的色散存在(￡=￡(cD)， = (cD))，以及存在着不同频率的场间的相互作用(不能 

一 般地说 。· p：0及 西。．西口：o)，但是总场能却等于各谐振分量场单独存在时所具有的场能之和，总 

能量中不出现互作用项．这与一般情况下场叠加后，能量中有互作用项截然不同(在一般情况 ： 。+茜 ， 

= 吉』 eE d =ll veE]dV+ 』 d +』 云，· d ，第三项即为互作用能，一般不会为零)． 
2 关于场 能的时间平均值 问题 

实际上，在谐振腔中对某个确定角频率 叫。= ～ 的电磁振荡，其电场 E。的各直角分量为u 

I E = A、cosk,xsinkyysink zze～。 

{Ey=Azsink~xcosk，ysink； 一 ， (22) 
L 

： = A3sink xsinkyycosk； 一 ‘． 

由B。=一÷ ×E。，可求得B。的各直角分量为 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


52 湖南师范大学 自然科学学报 第 25卷 

B。 = sin c。s yc。s ：e一“ 一号)
， 

B ，= c。s s·~n yc。s ：：e-i(o~。t-暑)
， 

B。 ： 上二— c。s c。s n七
： 

- i(．,
。

t- 

． 

～ ∞  ’ 

(22)与(23)式表明， 。与否。在时间上存在罟的位相差，这正说明电场能与磁场能间不断相互转换．电场能 

与磁场能的时间平均值，利用公式 

(居 )：IRe( g)
， 

式中 Re表取实部 ，*表取复共轭 ．于是 

( )=( 』 。·~o dV>=~-Ref vDo}·云 = 
I R

ef ve。I云 d = ．f 。I云 

( )=( 』 否。·Ho dV)=~Rol 云：· ： 
--

~RoI (一考 × ．(_去 × 。)dV= 
。  

l_Rel( ×E。) ·( ×E。)dV． 斗∞
口 口 

J V 

因为 一n×云：I ：( ×云。I ) ：0， 

( × 。) ．( ×云。)： ．[云：×( ×云 )]+ ：．[ ×( ×云。)]： 

． [ ×( × 。)]+ 云：． ． 

所以 f( ×云。) ．( ×云。)dV： d-； ×( × 。)]+f ．云。d V： 

(5( ×云：)．( × 。)+疋f I d ：∞2 I Eo I zd ， 

则有( )：( 1 f否 ． 。dV)： 1 f￡。I 。I zdV， 厶J V -r J V 
即有( )=( )， 

由(18)和(21)式，便得到 

)=( )． 

它们说明，在谐振腔中，不但总的电场能与磁场能的时间平均值是相等的，而且每一种谐振频率的电场 

能与磁场能的时间平均值也相等 ． 

3 结 柬 语 

本文给出了具有理想导体壁的谐振腔中不同频率的电磁场分量所满足的方程及边值条件 ，证明了总场 

能与各种不同频率的分量场的场能问的关系，得到的这些结果对于完善谐振腔理论及其设计与应用(如微波 

炉中的高频振荡谐振腔等的设计)均有一定的意义． 
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