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前言 

我平生第一次接触到医学图像重建是我来到犹他大学做博士后的时候。当时 Grant Gullberg 博士

和 Rolf Clackdoyle 博士开课讲授图像重建算法。我在课上很详细的记了笔记。这些笔记对我后来所

从事的医学成像工作很有帮助。直到今天，我还要时常翻阅那些笔记。这本书摘选了那些笔记中的

一些内容，并包含了最近的一些研究成果。 

这是一本入门的书, 其宗旨是向读者介绍经典的和现代的图像重建方法. 本书涵盖了二维(2D)平行

光束和扇形束成像, 三维(3D)平行线, 平行面, 及锥形束成像. 包括解析算法和迭代算法. 本书还描述

了这些算法在X光CT, SPECT, PET, 和 MRI 等医学影像中的应用. 本书对最新的研究成果, 如使用截

断的投影数据精确重建 ROI, Katsevich 的锥形束滤波反投影 (FBP) 算法, 以及利用 l0 极小化方法来

重建极度欠采样数据. 

本书力图用深入浅出的方式介绍一些高深的理论. 它尽量用图示和直观的方式来展开讨论. 作者觉

得用这种聊天的方式, 而不是用严紧的数学推导方式, 来介绍一门应用数学学科, 可以使读者不至于

怯而止步. 读者通过阅读本书可以对医学图像重建领域有个概括性的了解. 希望读者朋友们能喜欢这

本书. 
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第1章 断层成像的基本原理 

1.1 断层成像 

断层成像顾名思义就是要得到一个物体内部的截面图像。比如你想知道

西瓜里面是什么样的，最简单的办法就是把西瓜切开 (图1.1)。显然对病人

来说，这是万不可行之举。我们真想有个办法，不用动刀，就可把病人内部

看得清清楚楚。 
 

 
 

图 1.1 把西瓜切开，内部就一目了然。 

让我们来看另一个例子。你想到一个美丽的街心公园去参观。可惜，公

园正在维修，游人不得入内。你只好在公园的外围走走，拍几张照片。公园

内有两棵参天大树，极为壮观。你在公园的东面和南面对公园拍了照 (图1.2
左)，颇为满意。回到家后，你用你的得意照片，居然画出了公园地图，并

确定了那两棵树的位置 (图1.2右)。其实，要确定那两棵树的位置并不难。

你只要把那两张照片按原本的方位放好。从照片上的每棵树画出一条垂线。
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这些线的交点就是大树的位置了。如果你有足够多的照片的话，画出个公园

地图并非难事。 
 

 
图 1.2 利用两张照片来重建公园地图。               

 
断层成像是个数学问题。让我们一起做个有趣的数学习题吧。这里有个 

2x2 的矩阵。 矩阵中的元素的数值暂时保密。我给你一些暗示： 第一行的

和是 5。第二行的和是 4。第一列的和是 7。第二列的和是 2 (图1.3)。你可

以算出这个 2x2 矩阵吗? 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 1.3 猜猜这个 2x2 矩阵。 

树

树

东视图 

南视图 

重建的地图

4x

1x

7

2x

3x

2

5

4



1.2 投影   3 

 
这个问题可以用解方程组的方法解决。设那些矩阵元素为未知数，列一

个线性方程组： 
 

521 =+ xx , 443 =+ xx , 731 =+ xx , 242 =+ xx 。  
 

解这个方程组便得到， 
 

0,4,2,3 4321 ==== xxxx 。  
 

 祝贺你! 你用数学方法解决了一个断层成像问题。一般来说，断层成像都

是用数学计算的手段解决的。怪不得有CT (Computed Tomography 计算机断

层成像，直译为： 计算出的断层成像) 这个词。通常为说话简捷起见，“计
算出的” 这几个字就略去不说了。矩阵每一行的和，每一列的和的概念可以

推广为一个图像的射线和，线积分，和投影数据。从物体的投影数据来得到

物体的内部断层成像的过程就称之为图像重建。 
 
如果断层成像问题再复杂一点我们怎么办呢? 比如说，公园里有很多很多

树。仅靠两张照片就能画出一张公园地图吗? 如果我们考虑的矩阵远远大于

两行两列，仅仅靠知道每一行的和及每一列的和，我们能解出原矩阵吗? 一
般来说，不能。 

 
我们需要更多的数据。这些数据从何而来呢? 我们需要从更多不同的角度

来采集数据。类似于上面谈到的“猜猜矩阵”的问题，我们需要从不同的角度

对矩阵求和。这样一来，就需要用到更复杂的数学来解决一个实际的断层成

像问题。 

1.2 投影 

为了体会出投影 (也就是射线和，线积分，及拉东变换) 的概念，我们在

这里给出几个例子。 
 
在第一个例子中，所考虑的物体是二维x-y平面中的一个均匀圆盘。圆盘

的圆心在坐标原点。圆盘的线密度函数是个常数ρ (图1.4)。物体的投影值 
(即线积分值) 就是弦长 t 乘以线密度 ρ 。其数学表达式为 

 

如果 |s| < R, 222)( sRtsp −== ρρ ;  

否则的话, p(s) = 0。 
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在这个特例中，投影值 p(s) 对于所有的角度 θ  来说都是一样的。这个角

度θ 是探测器相对于物体的旋转角度。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 1.4 跨圆盘的线积分等于弦长乘以线密度。 

如果物体相对于旋转中心没有对称性的话，物体的投影值 p(s, θ) 则因角

度 θ  的不同而不同 (图1.5)。 
 
下一个例子考虑 y 轴上的一个点源。我们来探讨投影值 p(s, θ) 与角度 θ  

之间的奥妙关系 (图1.6)。请留意探测器上点源留下的 “足迹” s 的位置。该

点源在探测器 s 的位置上产生了一个脉冲。该脉冲的位置 s 可以表达为 

ss0

x

y

R

s

t

ρ

)(sp

s
s

t

R−
0

R

 
物体 

 探测器 

 探测器 
物体 
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图 1.5 一般来说，物体的投影在不同的探测角度是不同的。 

 
 

s = r sinθ  。  
 

你会发现，脉冲的位置 s 是角度θ 的正弦函数。如果你把投影数据 p(s, θ) 
显示在 s-θ  坐标系中 (图1.6 右)，你就会看到一条优美的正弦曲线。难怪人

们干脆就把投影数据称作正弦图。 
      

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
图 1.6  所谓正弦图就是把投影数据显示在 s-θ  平面上。 
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第四个例子有点类似前面碰到过的 2x2 矩阵 (图1.3) 问题。这里，探测器

是离散的，它由四个离散的探测元组成 (图1.7)。这个 2x2 矩阵是个连续的

图像。每个矩阵元素代表一个均匀的像素。 像素的数值 xi (i = 1, 2, 3, 4) 为第 
i 个像素的线密度数值。这个矩阵图像的投影数据是图像线积分数值 p(s, 
θ)，θ 为探测器旋转角。这个线积分的 “线” 在每个像素内的线段长度记为 aij 
(i = 1, 2, 3, 4 以及 j = 1, 2, 3, 4)。下标 i 是探测元的编号。下标 j 是像素的编

号。如果第 i 条线与第 j 个像素不相交，则 aij = 0。这样一来，投影值 p(i, θ) 
可以用下面的表达式算出 

 

44332211),( xaxaxaxaip iiii +++=θ ，这里 i = 1, 2, 3, 4。  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 1.7 投影值实际上是像素值的加权和。权函数是 “线” 在像素内的线段长度。 

1.3 图像重建 

在这一节里，我们来探索重建一个点源的步骤及策略。这些步骤和策略

可以推而广之，来解决一般的图像重建问题。我们首先在二维 x-y 坐标系中

随便放一个点源。点源的位置不一定要在坐标系的原点 (图1.8)。我们设想

11a

),2( θp

1x

34a

21a
22a
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33a 44a
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3x 4x
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有一个探测器绕着坐标系的原点旋转。旋转角为 θ 。这个探测器可以是架照

相机。探测器测到的投影数据为 p(s, θ)，这里 s 是探测器上的一维坐标。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 1.8 点源物体投影数据的采集。 

为了计算投影数据 p(s, θ)，我们可以画出一条条垂直于探测器的直线。然

后沿着这些直线对物体求线积分。对于点源物体，投影数据 p(s, θ) 可以简单

地得到。这只需在 x-y 平面上过该点源向探测器作一条垂线。这条垂线与探

测器的交点位置 s 有一个高度为 1 的脉冲。若垂线不经过点源，线积分的值 
p(s, θ) 则为零。 

 
算出投影数据 p(s, θ) 后，我们就可以着手重建图像了。我们的策略与在

第1.1节中寻找大树位置的策略相似： 沿着照片上的大树画垂线，每张照片

给出一组垂线，再寻找这些垂线的交点。点源图像重建的任务包含两个方

面： 一是找出点源的位置，二是找出它的数值。 
 
图1.9(A)准备好了一组从不同角度获得的点源的投影数据。下面我们一步

一步地重建这个点源图像。 
 
在每个角度 θ，投影数据 p(s, θ) 有一个高度为一的脉冲。这个脉冲是投影 

“路径” 上所有数值的总和。搞图像重建就必须把这个脉冲的数值重新分布在

原来的投影路径上。好像你手里提着一袋种子，你要把种子撒在投影的路径

上。但是，在这条路径上什么地方应该多撒一些，在什么地方应该少撒一些

呢? 不知道。没有别的高招，只好均匀地撒吧 (图1.9B)。对多个探测角度重

复这个 “撒种子” 工作便可得到如图1.9(C)所示的图形。基于线性叠加的效

果，在 x-y 平面上原来点源的位置，可得到一个高高的脉冲。 

),( θsp

y

1

s

x

强度 
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图 1.9 反投影原始数据和靠反投影滤波后的数据来重建点源图像。 

其实，你刚才做的 “撒种子” 劳动是个很平常的数学运算，叫做反投影。

如果你做 360˚ 的反投影，你会得到像图1.9(D)所示的分布图形。 
 

(A) 对点源做投影 

(C) 多个角度的反投影 (D) 所有角度的反投影 

(E) 加上一对负值的 “翅膀” (F) 对修正过的数据做反投影 

(B) 从一个角度的反投影 
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做了反投影之后，所得的图像确实变得有模有样了。但是与原本的图像

比较起来还是不一样。它的边缘模糊不清。为了让图像变得清晰，我们人为

地在投影数据脉冲的两边添了一对负值的 “翅膀” (图1.9E)，然后再做反投

影。结果，这一招得出了出人意料的好图像 (图1.9F)。 
 
添了两个负值“翅膀”的运作叫做滤波。这个先滤波再做反投影的图像重建

算法叫 FBP 算法。FBP 是英文 Filtered Backprojection (先滤波再做反投影) 
的缩写。FBP 算法极其有名，在图像重建领域里无人不晓。 

1.4 反投影 

反投影的定义取决于投影是如何定义的。我们必须明确指出反投影运算

并不是投影运算的逆运算。用数学语言说，反投影算子不是投影算子的逆算

子。仅仅靠反投影是不能重建图像的。对原始数据做反投影还得不到原本的

图像。我们现在用一个 2x2 矩阵的例子 (图1.10) 来演示这一点。 
 
原本的图像定义为 0,4,2,3 4321 ==== xxxx 。从这个给定的图像可算出

一组投影数据： p(1, 0°) = 7，p(2, 0°) = 2，p(1, 270°) = 5，p(2, 270°) = 4。这

些投影数据是按逐个投影方向分别算出的 (图1.10)。反投影图像也是按逐个

投影方向分别算出的。最终的反投影图像是这些单方向的反投影图像的总和 
(图1.11)。请注意，这个汇总的反投影图像和原本的图像不一样。 

 
纵使反投影图像和原本的图像不同，它们之间有着密切的联系。在下一

章，我们要重点讨论它们之间的关系。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 1.10 逐个投影方向分别计算投影数据。 

31 =x 31 =x22 =x

43 =x 04 =x

7

22 =x

43 =x 04 =x

2

5

4
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图 1.11 逐个投影方向分别计算反投影，其总和即为最终的反投影图像。 

6244 =+=b

7

7

7

5

2

2

2

5
5

4
44

12751 =+=b

11743 =+=b

7252 =+=b
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1.5* 数学表达式 

1.5.1 投影 

设 f(x, y) 为 x-y 平面上定义的密度函数，其投影函数(即射线和，线积分，

及 拉东变换) p(s, θ) 有下面不同的等价表达式： 
 

dxdysyxyxfsp ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−+= )sincos(),(),( θθδθ ，  

 

dxdysxyxfsp ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−⋅= )(),(),( θδθ
vv ，  

 

∫
∞

∞−

+−= dttstsfsp )cossin,sincos(),( θθθθθ ，  

 

∫
∞

∞−

⊥+= dttsfsp )(),( θθθ
vv

，  

 

∫
∞

∞−

= dttsfsp ),(),( θθ ，  

 
其中 ),( yxx =v ， )sin,(cos θθθ =

v
， )cos,sin( θθθ −=⊥v ，δ是狄拉克δ函數，

图像 f 旋转角度 θ 后记为 fθ。我们假设探测器按逆时针方向绕物体旋转。这

等价于探测器不动，而物体按顺时针做旋转. 有关的坐标系如图1.12所示。 
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图 1.12  描述二维平行光束成像的坐标系。 

 

1.5.2 反投影 

反投影算子是投影算子的伴随算子。“伴随”是个数学上的术语。例如，对

于一个实数矩阵 A 来说，其伴随矩阵就是转置矩阵 AT。 
 
在第1.4节，我们讨论过了一个离散的投影问题。它可以描述为矩阵的乘

积： 
 

P = AX，  
 

),( θsp

θ

s

y

t

s

x

⊥θ
v θ

v

),( yxf

θ

探测器 
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这里 X 是用列向量 (即列矩阵) 的形式表达一个图像。对于一个 2x2 图像来

说，它的列向量表现形式是 (见图1.3 或 1.10)： 
 

X = [x1, x2, x3, x4]T。  
 
上面的列矩阵 P 代表投影数据。如果用图1.10的例子，这个列矩阵 P 就是 

 
P = [p(1, 0°), p(2, 0°), p(1, 270°), p(2, 270°)]T=[ 7, 2, 5, 4 ]T。  

 
矩阵 A 实际上是投影算子。其矩阵元素 aij 在图1.7中给了定义。利用图 

1.10所描述的例子，数据 P 的反投影可用乘以矩阵 A 的转置矩阵 AT 来得

到：  
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

6
11
7

12

4
5
2
7

1010
1001
0110
0101

4
5
2
7

1100
0011
1010
0101 T

T PAB ，  

 
这个结果和图1.11中用 “作图方法” 得到的结果相同。 

 
对于连续的情况，反投影图像 b(x, y) 有下面几种等价的表达方式： 
 

θθ
π

θθ dspyxb yxs∫ +==
0

sincos|),(),( ，  

 

θθ
π

θ dspyxb xs∫ ⋅==
0

|),(),( vv ，  

 

θθθ
π

dxpyxb ∫ ⋅=
0

),(),(
vv

，  

 

θθθθ
π

dyxpyxb ∫ +=
2

0
),sincos(

2
1),( 。  

1.5.3狄拉克δ函数 

狄拉克 δ 函数并不象一个正常的函数那样把定义域中的一个值映射到值域

中的一个值。狄拉克 δ 函数实际上是一个广义函数 (或称为分布函数)，它可
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以用不同的方式来定义。在这里我们用一个高斯函数序列来定义它。在这个

高斯函数序列中，每一个高斯函数（图1.13）曲线下的面积都是一。当参数 
n 增大时，曲线变得越来越窄，而且越来越高（图1.13）： 
 

2
2/1

nxen −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
。 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 1.13 用一个高斯函数序列来定义狄拉克δ函数。 

令 f(x) 是一个平滑的函数，它的任何阶导数处处存在，而且对任何整数 N 

有 0)(lim =
∞→

xfxN

x
。狄拉克δ函数就可以这样隐涵地定义为 

 

∫∫
∞

∞−

−
∞

∞−∞→
==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ )0()()()(lim

2
2/1

fdxxfxdxxfen nx

n
δ

π
。  

 
狄拉克δ函数有如下的性质： 

  

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

=+=− )()()()()( afdxaxfxdxxfax δδ ， 

 

x 
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)0(1)()( f
a

dxxfax∫
∞

∞−

=δ ， 

 

)0()1()()( )()( nnn fdxxfx∫
∞

∞−

−=δ  [第 n 阶导数]， 

 

)(
)(

1)())(( n
n n

x
g

xfxg λδ
λ

δ −
′

= ∑  ，其中 nλ 为 g(x) 的零点。 

 
狄拉克δ函数在二维和三维的情形的定义分别是， )()()( yxx δδδ =v

和

)()()()( zyxx δδδδ =v
。这时，在上面的最后一个性质中， g′ 要分别被

22

)( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=
y
g

x
gggrad  和 

222

)( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=
z
g

y
g

x
gggrad 取代。 

 
在二维成像中，我们通常用δ函数 )( 0xx vv −δ 来表示位于 0xx vv = 的点源。函

数 )()()()( 000 yyxxxxxf −−=−= δδδ vvv
的拉东变换就是 

 

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−⋅= xdsxxfsp vvvv )()(),( θδθ ， 

 

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−+−−= dxdysyxyyxxsp )sincos()()(),( 00 θθδδδθ ， 

 

dydxsyxxxyysp ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞− ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+−−= )sincos()()(),( 00 θθδδδθ ， 

 

dysyxyysp ∫
∞

∞−

−+−= )sincos()(),( 00 θθδδθ ，  

 
)sincos(),( 00 syxsp −+= θθδθ ， 

 
这个投影函数所对应的正弦图与图1.6所示的正弦图很相似。 
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1.6 例题 

例题 1 如图 1.14 所示，在那两张照片中都可以看到两棵不重叠的大树。

你可以唯一地画出那两棵树的地图吗? 若不行的话，你也许需要多照些照

片。如果你只允许再多照一张照片，选个什么角度照呢? 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 1.14 每张照片上都可看到两棵树。 

解 
 
下面的两种情况都满足这两张照片所能决定的大树的分布： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 1.15 地图问题的两个可能的答案。 

如果我们在45º角的方向再拍一张照片就可以解决这个模棱两可的问题了。 
 

例题 2 试求一均匀圆盘的投影函数。圆盘的圆心与探测器旋转中心不重

合。 
 
解 

θ

东视图 

南视图
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在前面我们已经知道当圆盘的圆心与探测器旋转中心重合时，圆盘的投

影函的表达式是 
 

当 |s| < R, 222),( sRsp −= ρθ ;  

否则的话， 0),( =θsp 。 
 

 
不失一般性，我们可以假设圆盘的圆心在 x 轴的正方向 (r, 0) 处。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 1.16  求偏离中心的圆盘投影函数。 

注意到，物体的位移等价于投影数据在探测器 s 轴上的位移。在 s 轴上的

位移距离是 rcosθ 。 那么， 
 

当 |s-rcosθ| < R ， 22 )cos(2),( θρθ rsRsp −−= ;  

否则的话， 0),( =θsp 。 
 

 
例题 3* 试证明平行光束投影数据为冗余数据的 (即相同数据) 的条件是：

),(),( πθθ +−= spsp 。 

 
证明 
 
利用第1.5 节的投影的定义，可得 
 

dxdysyxyxfsp ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−−+++=+− ))()sin()cos((),(),( πθπθδπθ   

 

 θ

y

r

R

θcosr

s

x
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dxdysyxyxf∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

+−−= )sincos(),( θθδ   

 

dxdysyxyxf ))sincos((),(∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−+−= θθδ   

 

dxdysyxyxf∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−+= )sincos(),( θθδ   

[因为δ 函数是偶函数] 
                         ),( θsp= 。  

 
例题 4* 证明投影/反投影算子的点扩散函数是1/r，其中 0xxr vv −= 。点源

物体的表达式是 )()( 0xxxf vvv −= δ 。 

 
证明 
 
利用反投影的定义，我们有 

 

∫ ∫∫ ⊥
∞

∞−

+⋅=⋅=
ππ

θθθθθθθ
00

))((),()( dtdtxfdxpxb
vvvvvvv

。  

 

我们注意到 dttxf ))(( ⊥
∞

∞−

+⋅∫ θθθ
vvvv

是沿着 ⊥θ
v

方向并过点 xv 的线计分（图

1.17）。这个线积分还可写成 
 

tdtxfdttxf ˆ)ˆ())(( ⊥
∞

∞−

⊥
∞

∞−

−=+⋅ ∫∫ θθθθ
vvvvvv

。 

 
所以，该点源经过投影和反投影后得到的图像是 

 

∫ ∫ ⊥
∞

∞−

−=
π

θθ
0

ˆ)ˆ()( dtdtxfxb
vvv

。 

 

令 ⊥= θ
vv tx ˆˆ 。我们有 tx ˆˆ =v

及 θdtdtxd ˆˆˆ =v 。上面的表达式则变为 
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∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−
= xd

x
xxfxb ˆ

ˆ
)ˆ()( v

v

vv
v

。 

 
令 )()( 0xxxf vvv −= δ ，那么就可得到投影/反投影算子的点扩散函数： 

 

rxx
xd

x
xxxxb 11ˆ

ˆ
)ˆ()(

0

0 =
−

=
−−

= ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
vv

v
v

vvv
v δ

。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 1.17 这个线积分的积分路径是过反投影点的一条直线。 

 

例题 5* 计算 ∫
∞

∞−

+− − dxxfe xx )()1( )4)(3(2δ 。 

 
解 
 
令  
 

1)( )4)(3(2 −= +− xxexg 。 

 
解方程 01)( )4)(3(2 =−= +− xxexg ，我们便得到函数 g(x) 的零点 

 
31 =λ 和 42 −=λ 。 

f

f

xv
⊥θ
v

投影直线 
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对函数 g(x) 求导，得到  
 

)4)(3(2)4)(3(2 )12(2)]4()3[(2)( +−+− +=++−=′ xxxx exexxxg 。 

 
那么，在两个零点处 
 

14)3( =′g  和 14)4( −=−′g 。 

 
我们就有 
 

∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

+− +
+

−
=− dxxfxdxxfxdxxfe xx )(

14
)4()(

14
)3()()1( )4)(3(2 δδδ   

 

14
)4()3( −+

=
ff

。 

1.7 小结 

• 断层成像的过程包括采集投影数据并把这些数据转变成截面的图

像。投影数据需要从多个角度采集。 
 

• 投影数据是对物体的线积分（或称射线和，拉东变换）。投影数

据是用探测器采集的。探测器上所成的像是物体叠加后的图像。 
 

• 反投影是一个求和的过程，它把所有角度上的数据都加在一起。

它把投影域中的数据沿着原来的投影路径“涂抹”回去，但不改

变数据的值。 
 

• 图像重建是一个数学工序，它的目的是把投影数据中的叠加效应

除去，并营造出一个无重叠的原本物体的截面图像。这个数学工

序叫做算法。 
 

• 在研发各种算法时通常用狄拉克 δ 函数来当作点源。 
 

• 在阅读了本章之后，读者应最起码对什么是投影什么是反投影有

所了解。 
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第2章 平行光束图像重建 

2.1 傅里叶变换 

对于一个给定的函数 p(s)，它总能用不同频率 ω  的正弦函数和余弦函数

的加权和来表示。这个加权和的权函数记为 P(ω)。 这就是傅里叶变换的理

论基础。你可以用棱镜把太阳光分解为不同颜色的光谱。你还可以把这个五

颜六色的光谱重新合成，并还原成原本的光线 (图2.1)。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 2.1 白光能分解为一组有色光。这一组有色光也能还原成白光。 

上面提到的以变量为频率 ω  的权函数 P(ω) 就是函数 p(s) 的傅里叶变换。

人们可以利用数学公式轻而易举地算出函数 p(s) 的傅里叶变换P(ω)，或从傅

里叶变换 P(ω) 算出原来的函数 p(s) (即 P(ω) 的反傅里叶变换)。不管是 p(s) 
还是 P(ω)，只要你知道其中一个，你就可以算出另一个。它们是一对儿。

其中一个用小写字母标记并用s为自变量，而另一个用大写字母标记并用ω 
为自变量。 
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图2.2给出了一个傅里叶变换对，其中 P(ω) 是 p(s) 的傅里叶变换。函数 
P(ω) 的图形告诉我们那个三角形函数 p(s) 有丰富的低频分量，因为 P(ω) 主
峰比旁瓣高. 随着频率 |ω| 的升高，旁瓣的幅度逐渐减小。我们还注意到函数 
P(ω) 有一些零值谷点，这些谷点所对应的频率在那个三角形函数 p(s) 中不

存在。利用傅里叶变换，我们可以发现一些内在的数学关系，这些关系不用

傅里叶变换则很难看到。 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 2.2 傅里叶变换对。 

对于二元和多元也可以定义傅里叶变换。我们记二元函数 f(x, y) 的傅里叶

变换为 F(ωx, ωy)，这里，ωx 是 x 方向上的频率，ωy 是 y 方向上的频率。 

2.2 中心切片定理 

中心切片定理是断层成像的理论基础。这个定理还有其它的称谓，如投

影切片定理和傅里叶中心切片定理。二维图像的中心切片定理指出：二维函

数 f(x, y) 的投影 p(s) 之傅里叶变换 P(ω) 等于函数 f(x, y) 的傅里叶变换 F(ωx, 
ωy) 沿与探测器平行的方向过原点的片段。 
 
 
 
 
 
 
 

s0

)(ωP)(sp

0 ω
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图 2.3 二维成像的中心切片定理。 

如果探测器绕物体旋转至少 180°，物体的二维傅里叶变换 ),( yxF ωω  所

对应于探测器方向的中心片段就能覆盖整个傅里叶空间，即 ωx-ωy 平面 (图
2.4)。换句话说，探测器绕物体旋转 180° 就能测到完整的傅里叶变换函数 

),( yxF ωω 。一旦函数 ),( yxF ωω  为已知函数，原本的图像函数 f(x, y) 就可

以用称为二维傅里叶反变换的数学手段轻易获得。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 2.4 探测器在每个探测方向上向傅里叶空间添入一条线。当这些线覆盖了整个傅里叶空

间后，原本图像可由二维傅里叶反变换获得重建。 

),( yxf

)(sp

),( yxF ωω
ω

)(ωP

),( yxF ωω

的一个中心切片 

相同 

s

一维傅里叶变换 

探测器 

二维傅里叶变换 

物体 

),( yxf

y

),( yxF ωω

xω

yω

x

二维傅里叶反变换 

物体 
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在一个方向上的反投影等价于向 ),( yxF ωω  所在的 ωx-ωy 平面(即傅里叶平

面)添加一个中心片段。做 180° 的反投影就可以完完全全地得到二维傅里叶

变换函数 ),( yxF ωω 。根据傅里叶变换对的性质，原本图像函数 f(x, y) 就被

确定了。 
 

在第1章里我们反复强调光靠反投影是不能得到原本图像的，只能得到一

个模糊的图像。这与我们刚才的讨论有没有矛盾呢？其实没有矛盾。让我们

仔细再看一下图2.4所示的 ωx-ωy 平面。当我们往 ωx-ωy 平面里一条一条地添

加“中心片段”时，中心片段在 ωx-ωy 平面的原点的密度高于在远离原点的区

域的密度。在傅里叶空间原点附近的区域是低频区域。对低频分量的过分加

权导致图像变得模糊。 
 
为了消除模糊的效果，我们对傅里叶空间要进行加权矫正，使其密度均

匀。我们注意到，做了反投影后，傅里叶空间的密度正比于 1/ 22
yx ωω + ，

我们可提出两个矫正的方案。 
 

第一个方案是在 ωx-ωy 空间把所得到的傅里叶“图像”乘以 22
yx ωω + ，这

个乘积就是 F(ωx, ωy)。对 F(ωx, ωy) 做二维傅里叶反变换便得到原本的图像 
f(x, y)。 

 
第二个方案是把投影数据 ),( θsp 的一维傅里叶变换 ),( θωP  乘以 |ω|。然

后，再对乘积 |ω| ),( θωP  做一维傅里叶反变换。对投影数据做了处理 (即滤

波) 之后，把处理后 (即滤波后) 的数据做反投影。这样就得到了重建的图像 
f(x, y)。我们要提一下，在前面的讨论中 (图2.3)，我们故意略去了 ),( θωP  和 

p(s, θ)中的第二个变量 θ, 让读者把注意力放在第一个变量上。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

|| ω

ω
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图 2.5 一维斜坡滤波器的传递函数。 

在本书的后面章节中，这两个方案还将常常碰到。这第二个方案通常被

称作处理FBP (Filtered Backprojection 先滤波后反投影) 算法。第二个方案比

第一个方案知名度高得多。在断层成像领域里，函数|ω| 被称作斜坡滤波器 (
图2.5)。看上去象吧？ 在第一章中，我们在投影数据的脉冲旁加上一对负值

的“双翅”正是第二个方案里斜坡滤波的结果。 

2.3 重建算法 

反投影完成了图像重建中最艰巨的工作。它把从不同角度测得的投影数

据做成了一个图像。这个图像与我们想要得到的图像相差不多，只是模糊了

一些。这模糊的效果是因为在二维傅里叶空间(即ωx-ωy 平面)里有个非均匀的 

1/|ω| 密度分布，这里 |ω|= 22
yx ωω + 。矫正这个 1/|ω| 密度分布函数可以通

过对投影数据 p(s, θ) 或其一维傅里叶变换 P(ω, θ) 进行斜坡滤波 (即在频率域

乘以 |ω| ) 完成。对滤波后的数据施行反投影就可得到精确的图像。 

2.3.1 方法 1 

具体地说，这个FBP(先滤波再反投影)算法可按图2.6所示步骤来实现，其

中，斜坡滤波的步骤如下： 
 

(i) 求投影数据  p(s, θ) 的以  s 为变量的一维傅里叶变换，得到 
),( θωP 。 

(ii) 对 ),( θωP  乘以斜坡滤波器的传递函数 |ω|，得到 Q(ω, θ)。 

(iii) 求 Q(ω, θ) 的以ω 为变量的一维傅里叶反变换，得到 q(s, θ)。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 2.6 FBP算法的实现步骤。 

),( yxf),( θsq),( θsp
投影数据 滤波后的数据 重建的图像 

斜坡滤波 反投影 



28   第2章 平行光束图像重建 

2.3.2 方法 2 

斜坡滤波有不只一种实现方法。实际上，我们根本不需要用傅里叶变换

来做斜坡滤波。根据傅里叶变换理论，在 ω 域中做乘法等价于在 s 域中做卷

积 (图2.7)。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 2.7 傅里叶变换有个重要性质：在一个域中做乘法等价于在另一个域中做卷积。 

方法1中的三个步骤 (i)，(ii)，(iii) 等价于一个叫做卷积的数学运算。斜坡

滤波后的数据 ),( θsq  可以通过卷积而得到： 

 
)(),(),( shspsq ∗= θθ ， 

 
这里“ ∗ ”是卷积运算的记号，这个卷积运算是以s为变量的积分运算。其中 
h(s) 是卷积积分中的卷积核，它是H(ω)=|ω|的一维傅里叶反变换。 

 
下面我们给个卷积的例子，希望它能帮助你对卷积产生一个直觉的概

念。如果卷积核 h(s) 不是偶函数，首先要对它进行左右翻转，变成 h(-s)。
然后，我们可以把函数 p(s) 分解成一组垂直的脉冲(即狄拉克δ函數)。接下

来，把每个脉冲由 h(-s) 替代。具体地说，把 h(-s )的 s = 0 的位置上，放在

)()()( shspsq ∗=

)()()( ωωω HPQ ×=

乘法 

卷积 

一维傅

里叶变

换对 

一维傅

里叶变

换对 

一维傅

里叶变

换对 
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脉冲的位置并用该脉冲的“高度”来乘以 h(-s)。这个“高度”可以是负值。最

后，把这些不同位置不同高度的 h(-s) 统统加起来，这就得到了 q(s) (图2.8)
。 

 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 2.8 卷积的步骤。 

2.3.3 方法 3 

这里介绍实现斜坡滤波的第三个方法。我们先把斜坡滤波器的传递函数

分解成两部分： 
 

)sgn(
2
12)( ω
π

πωωω
i

iH ×== ， 

 

)(sp

)(sh s

s
s

ss

ss

)(sp

)(sq)(sq

代替 

求和 

把 p(s) 分解成脉冲序列，然后，每个脉冲用 h(-s) 取代 

左右翻转 
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这里 1−=i ，当ω > 0，sgn(ω) = 1，当ω < 0，sgn(ω) = -1，当ω = 0，
0)sgn( =ω 。我们要用到傅里叶变换的两个性质。 

 
性质 1：在傅里叶域 (即ω 域) 中乘以 i2πω 相当于在空间域 (即 s 域) 中求

导数。 
 
性质 2：函数 -i sgn(ω) 的傅里叶反变换是 1/(πs)。与 1/(πs) 做卷积叫做希

尔伯特变换 
 
利用图2.7中给出的关系，斜坡滤波就可以这样实现： 
 

sds
sdpsq 22

1),(),(
π

θθ −
∗= ， 

 
它是由求导数和希尔伯特变换的组合来完成任务的。 

2.3.4方法 4 

如果我们改变斜坡滤波和反投影的次序，我们就可得到另一个图像重建

的方法—先反投影后滤波算法。在做了反投影后，我们会得到个模糊的二维

图像 ),( yxb 。下一步是应用一个二维的滤波器来使图像变得清晰。下面是一

个做二维滤波的步骤： 
 

(i) 对反投影得到的图像 ),( yxb 求二维傅里叶变换，得到 

),( yxB ωω 。 

(ii) 对 ),( yxB ωω  乘以斜坡滤波器的传递函数 |ω|= 22
yx ωω + ，得到

),( yxF ωω 。 

(iii) 对 ),( yxF ωω  求二维傅里叶反变换，得到 ),( yxf 。 

2.3.5方法 5 

前面讨论过的方法3是求导，希尔伯特变换，和反投影三部曲。如果我们

改变一下它们的执行次序就可得到一个新的重建算法： 
 

(i) 对投影数据 ),( θsp 以变量 s求导 (实际上是求偏导 )，得到

dssdp /),( θ 。 
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(ii) 对 dssdp /),( θ  做 180° 的反投影。 

(iii) 对反投影得到的图像逐行的做(一维的)希尔伯特变换。其方向是

与探测器在 90º 角的位置相平行。 
 
你可能已经注意到了，我们在玩儿改变次序的游戏，并由此以得到越来

越多的重建算法。我们改变斜坡滤波和反投影的次序得到一个新的重建算

法，改变求导，希尔伯特变换，和反投影的次序又得到了一个新的重建算

法。如果我们“颠三倒四”地把这个游戏继续玩儿下去，我们还真的可以得出

不少图像重建算法呢(图2.9)。其中每个算法都有它的长处和短处。 
 
虽然图2.9已经列出了不少图像重建算法，但是还没有穷尽所有的可能

性。例如，希尔伯特变换可以在空间域中做卷积来实现，也可以在傅里叶域

中做乘法来实现。除此以外，希尔伯特变换还可以在空间域中做积分来实

现，这个积分并非卷积，而是在有限区间上的积分。这个有限积分的希尔伯

特变换在处理不完整的(即截断的)投影数据时有着重要的应用。 
 

方法 第一步 第二步 第三步 

1 利用傅里叶变换做

一维斜坡滤波 
反投影 

2 利用卷积做一维斜

坡滤波 
反投影 

4 反投影 利用傅里叶变换做

二维斜坡滤波 
 反投影 利用二维卷积做二

维斜坡滤波   

3 求导 希尔伯特变换 反投影 

5 求导 反投影 希尔伯特变换 

 反投影 求导 希尔伯特变换 

 希尔伯特变换 求导 反投影 

 希尔伯特变换 反投影 求导 

 反投影 希尔伯特变换 求导 

 

图 2.9 平行光束图像重建解析算法一览表。 

你也可能注意到了在图2.9列出的所有算法中，所有算法都包含着反投

影。其实，反投影也不是必不可少的。没有反投影照样可以重建图像。可以

利用中心切片定理把投影数据的傅里叶变换数据 ),( θωP  嵌入 ωx-ωy 平面中

的适当的位置。这个方法实际上是反投影在傅里叶域中的实现。话又说回

来，这个在傅里叶域中实现的反投影并不常用，因为这个方法是基于从极坐
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标系 (ω,θ) 到直角坐标系 (ωx-ωy) 的插值运算，而插值运算可能要引入比较大

的误差。 

2.4 计算机模拟例子 

在图2.10中，我们一步一步地显示FBP算法是如何工作的。原本图像发生

),( yxf 显示在图2.10的右下角。原本图像由一个大圆盘和四个小圆盘组成。

投影数据 ),( θsp 是用计算机软件利用解析的方法算出的。在投影数据的显示

图像 (即 s-θ 坐标系所示的正弦图) 中，那两个靠外侧的小圆盘所形成的两条

正弦曲线清晰可见。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 2.10 运行中的FBP算法：滤波及逐渐增加角度的反投影。 

θ

s s

(A) (B) (C) (D)

(E) (F) (G)

θ

正弦图 p(s,θ) 斜坡滤拨后的正弦图 q(s,θ) 

(A)-(G) q(s,θ) 的反投影 
原本图像 f(x,y) 
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当投影数据 ),( θsp 经过斜坡滤波之后，由于斜坡滤波的效果，滤波后的

数据 ),( θsq 清晰多了。斜坡滤波器其实是个高通滤波器，它抑制低频成分，

增强高频成分。在每个大小圆盘投影后的像的边缘清楚可见更深色的“花
边”。这些更深色的花边就是我们在第一章提到的负值的“双翅”。 

 
在图2.10中，(A)是对 ),( θsq  一个角度的反投影。在这第一个角度，反投

影就是把滤波后的数据 ),( θsq  沿着投影方向“复制”到整个图像空间。我们

曾形象地把这个运作称为“撒种子”。也有人把这个运作形容为“涂抹”。从(A)
到(G)，越来越多的角度慢慢地加入反投影，反投影的图像就越来越像原本

图像。值得一提的是，反投影包括两项内容，即“涂抹”和迭加。当反投影做

到了 180° 的角度范围，精确的图像就重建出来了。当然了，也可以做 360° 
角的反投影，然后再除以2。这是因为数据是冗余的，所有的数据都测了两

次： ),(),( πθθ +−= spsp 及 ),(),( πθθ +−= sqsq 。 

2.5* 利用截断的投影数据重建ROI 

如果我们只对图像中的一个小的区域感兴趣，这个小区域叫 ROI (region-
of-interest 感兴趣区域)。在一些特定的情形，完全有可能用截断的(不完整

的)投影数据做准确的 ROI 重建。图2.11就描述了这样的情形。在那里，探

测器不够大，无法把整个物体摄入其内，但可把 ROI 完全看到。在断层成

像理论中，这个ROI重建问题叫做内部重建问题 (Interior Problem)。一般而

言，内部重建问题只能得到近似解。只有在一些特殊条件下才可得到精确

解。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 2.11 探测器不够大，无法把整个物体摄入其内，但可把 ROI 完全看到。 

ROI
探测器 
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图 2.12 显示了一个可获精确解的  ROI 重建问题。它可用  DBH 

(Derivative，backprojection，and the Hilbert transform 求导，反投影，及希尔

伯特变换) 算法来重建精确的 ROI。在图2.12中，探测器的视野 (FOV) 是个

圆形区域，而ROI是其中更小的阴影区。求导运算和反投影运算都是局部 
(local) 运算。也就是说，运算结果只与近邻的数据有关。对于被截断的数

据，在求导和反投影后，所得的中间结果在视野内仍然可一认为是准确的。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 2.12 DBH (求导，反投影，希尔伯特变换) 算法可以用来准确地重建 ROI。 

重建算法的下一步就是沿着图2.12所示的垂线方向逐行做一维的希尔伯特

变换。通常的希尔伯特变换的表达式是个卷积积分。卷积核是个处处非零的

函数 1/s。所以要计算希尔伯特变换，我们需要知道整条积分线上的函数

值。对于被截断的数据来说，这个要求无法达到。 
 
幸亏有个有限的希尔伯特反变换公式，我们得以用有限区间内的数据来

求精确的希尔伯特反变换。设函数 f(s) 只在 [a，b] 区间上非零，f(s) 的希尔

伯特变换为 g(s)，那么有限的希尔伯特反变换公式只需用到 g(s) 在 [a，b] 区
间上的值来恢复出原本的 f(s) 来。 

 
因为只是在视野 FOV 内我们才有所需的准确数据，使用有限的希尔伯特

反变换公式，使我们能够沿着滤波线求得一维希尔伯特反变换，而算出准确

的 ROI。因为这个有限的希尔伯特反变换公式不具有卷积的形式，所以，即

使使用傅里叶变换也不会使计算得到简洁和快速。 
 

ROI

FOV

滤波方向 

探测器 

探测器旋转180° 
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在图2.13中显示了另一个可以精确地重建 ROI 的情形。这个情形比图2.12
的情形有较少的限制，也就是说条件不是那么苛刻。在图2.13中，ROI 和视

野 FOV 一样大。还有一点与图2.12不同的是，在图2.13中的滤波线只有一端

需要在物体外，另一端可以在物体内。在这种情况下要证明可以精确地重建 
ROI 主要是靠复变函数中的解析开拓理论。美中不足的是，对于在图2.13显
示的情形目前我们还没有找到一个闭合形式的公式来做 ROI 重建。 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 2.13 这样测到的数据可以准确地重建视野 FOV。视野的一部分一定要在物体以外。 

这个解析开拓方法稍微推广一下就可以应用到一般的内部重建问题，但

是有个要求：在视野中存在一个小小的区域，原本的图像在这个小小的区域

内是已知的 (图2.14)。这个小小的区域可以相当小。和刚才讨论过的一样，

要在视野中解出精确的图像目前还没有闭合形式的解，视野的图像仍需要用

迭代的方法去重建。 
 
现在我们来解释一下什么是解析开拓。复变函数是一个数学分枝，它研

究的函数是以复数为变量的。而解析开拓是复变函数中的一个科目。 
 

设x是个实变量， 1−=i 。虽然 )53(2)( xixxh ++= 的函数值是复数，但

是 )53(2)( xixxh ++=  并不是个复变量函数。可是， zzh 2)( = 却是一个复变

量函数，其中 iyxz += 而且x和y都是实变量。这个复变量函数的定义域是复

平面上的区域。 
 
 
 
 

滤波方向 

探测器 

探测器旋转180° 

ROI  FOV =
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图 2.14 从理论上讲，如果视野中有一小块已知的区域，整个视野就被完全确定了。 

 
一个复变量函数  )(zh 在一个复区域 R 內解析当且仅当函数  )(zh 在区域 

R 的每一点都可导。一个复变量函数  )(zh 在一个复区域內解析的话，它在

这个区域內就无穷次可导。因此，这就保证了在区域R內的任何一点都可得

到 )(zh  的幂级数展开式。可以想象得出，解析函数是相当平滑的。 

 
假设 )(1 zh  和  )(2 zh 分别是区域 R1 和 R2 上的解析函数，而且 R1 和 R2 相

交的区域  21 RR ∩ 不是个空集。在 21 RR ∩  上如果有 )(1 zh = )(2 zh 的话，

)(2 zh  就称为  )(1 zh 到 R2 上的解析开拓。同理， )(1 zh 就称为  )(2 zh 到 R1 上

的解析开拓。此外，这个解析开拓是唯一的。这个唯一性相当了不起，千万

不要小瞧了它。如果一个复变量函数 )(zh  在一个区域 R 內解析的话，只要

知道  )(zh 在 R 的一个很小的子区域内的值就可唯一地确定  )(zh 在 R 内任

何其它点的值。 
 

如果我们知道二维图像 ),( yxf  在一个小区域 Ω已知 的值，我们能有办法确

定 ),( yxf  在一个更大的区域Ω 上的值。值得注意的是， ),( yxf  并不是个

解析函数。我们不是对 ),( yxf 直接做解析开拓。 

 
如图2.15所示，我们过小区域 Ω已知 画一条线。不妨假设这条线就是 x 轴。

不失一般性，我们只考虑 0=y 这一条直线。对其他通过已知区域 Ω已知 的直

线，可同法处理。 
 

探测器 

探测器旋转180° 

ROI  FOV =
已知 
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我们假定，图像 )0,(xf  在 rxr ≤≤−  是已知的。下面我们来定义一个函

数  )(xh ，再把它变成一个复变函数 )(zh ，最后对它实施解析开拓以至于我

们可以在更大的 (-1, 1) 区间对图像 )0,(xf  进行估值。 

 
在这个特定的成像问题中，探测器比物体要小。只能采集到 11 ≤≤− s  上

的投影数据。我们现在用 FBP 算法来重建图像 
 

ds
s
sp

xs
dxf

∂
∂

−
= ∫ ∫

∞

∞−

),(
cos

1
4
1)0,(

2

0

θ
θ

θ
π

π

。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 2.15 所求图像在(-1, 1) 区间上的值可由该图像在 [-r, r] 区间上的已知值及截断的投影数

据来确定。 

这个表达式可以写成两项。第一项是对已测得数据的积分，而第二项是

对未测得数据的积分： 
 

ds
s
sp

xs
dds

s
sp

xs
dxf

s ∂
∂

−
+

∂
∂

−
= ∫ ∫∫ ∫

>−

),(
cos

1
4
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1

4
1)0,(

2

0 1

2
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1

1
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θ

θ
π

θ
θ

θ
π

ππ

。

探测器 

x1-1 r

Ω

1

-1

s
y

θ

物体 

-r

Ω已知 
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第一项可用在 [-1, 1] 区间测得的数据算出。但是，我们无法算出第二

项，因为，要用到的数据被截掉了。让我们把第二项记为 )(xh ，也就是 

 

ds
s
sp

xs
dxh

s ∂
∂

−
= ∫ ∫

>

),(
cos

1
4
1)(

2

0 1

θ
θ

θ
π

π

， 1<x 。 

 
在上式中， 1<x  而 1>s ，这就保证了  )cos/(1 θxs − 可以有无穷阶的导

数。我们还假设 sp ∂∂ /  是连续的。对于实际的物体来说，这是容易满足

的。如果我们把实变量 x 用复变量 z 来代替， )(zh  在区域 1<z  中就是一

个解析函数。 
 

这个解析函数  )(zh 在 [-r, r] 区间上是已知的，因为 )(xh  可以表达成 

 

ds
s
sp

xs
dxfxh

∂
∂

−
−= ∫ ∫

−

),(
cos

1
4
1)0,()(

2

0

1

1

θ
θ

θ
π

π

，  

 
)0,(xf  在 [-r, r] 区间上的值是给定的，而且上式的第二项可由所测得的数据

算出。利用解析开拓， )(zh  在区域 1<z  内的值就被唯一地确定下来了。

这样一来， )(xh  在 (-1, 1) 上的值就确定了。一旦 )(xh  确定以后，所求图像

在 (-1, 1) 上的值也就随之确定了： 
 

)(),(
cos

1
4
1)0,(

2

0

1

1

xhds
s
sp

xs
dxf +

∂
∂

−
= ∫ ∫

−

θ
θ

θ
π

π

， 1<x 。  

 
在前面的讨论中，我们知道我们有足够的数据在区域 Ω 中准确地重建图

像。但是，解析开拓是说起来容易做起来难的事。从数学上讲，做解析开拓

要用泰勒展式来计算，但是这个方法不实际。当前，解析开拓是靠迭代方法

来做的。 
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2.6* 数学表达式 

2.6.1 傅里叶变换与卷积 

一维傅里叶变换可定义为： 
 

∫
∞

∞−

−= dsespP isωπω 2)()( ， 

 
相应的一维傅里叶反变换就是： 

 

∫
∞

∞−

= ωω ωπ dePsp is2)()( 。 

 
两个函数 f 和 g 的卷积的定义是： 
 

∫∫
∞

∞−

∞

∞−

−=−=∗ ττττττ dgtfdtgftgf )()()()())(( 。  

 
若傅里叶变换的算子记为 F，傅里叶卷积定理可表述成 
 

)()()( gfgf FFF ×=∗ 。 

2.6.2 希尔伯特变换与有限希尔伯特变换 

希尔伯特变换不如傅里叶变换那么有名气。傅里叶变换可以把一个实值

函数变换成复值函数。而希尔伯特变换只能把一个实值函数变换成另一个实

值函数。 
 
在这一节里，我们用 H 表示希尔伯特变换的算子。对一个函数 f 连着实

施两次希尔伯特变换就会把这个函数还原，但差一个负号。也就是说， 
 

fff −== 2)( HHH 。 

 
换言之，希尔伯特反变换就是希尔伯特变换再乘以 (-1)。 
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一个实值函数与其希尔伯特变换是正交的。设 g=Hf ，那么 
 

∫
∞

∞−

= 0)()( dttgtf 。 

 
例如，余弦函数 cos t 的希尔伯特变换是正弦函数 sin t 。正弦函数 sin t 的希

尔伯特变换是负的余弦函数 –cos t 。 
 
下面我们在傅里叶变换域中定义希尔伯特变换。令实值函数 f(t) 的傅里叶

变换为 F(ω)，f(t) 的希尔伯特变换为 g(t)，而 g(t) 的傅里叶变换为 G(ω)，我

们有 
 

)()sgn()( ωωω FiG −= 。 

 
其中， 1−=i ，而 sgn(ω) 是符号函数： 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
=

,1
,0
,1

)sgn(ω   

。   0
0
0

<
=
>

ω
ω
ω

 

 
因为 -i sgn(ω) 的幅度是常数 1，所以希尔伯特变换是个全通滤波器，并且有 
±90° 的相位移动。 
 

在空间域中，希尔伯特变换可以完全等价地定义为一个卷积积分，其卷

积核是 
 

t
th

π
1)( = ， 

 
其卷积表达式为 
 

τ
τπ

τ d
t

fvptfthtg ∫
∞

∞− −
=∗=

)(
1)(..)()()( ， 

 
其中，“p.v.”次表示广义积分的积分主值，是英文 Principle Value 的缩写。 
 

在前面我们已经看到了斜坡滤波可以分解成希尔伯特变换和求导运算。

求导运算和希尔伯特变换谁先谁后到无所谓。你高兴的话，可先求导再求希

尔伯特变换。把这个次序颠倒过来也行。用数学表达式来表述就是 
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dt
tfd

tf
))(((

))((
HH =′ 。 

 
我们还可以交换希尔伯特变换和 180° 反投影的次序。这个次序交换的合

理性并不是显而易见的。为了体会出这个次序交换造成的影响，我们要用中

心切片定理，并在傅里叶变换域中讨论这个问题。我们先看看 180° 反投影

的数学表达式 
 

∫
−

+==
2/

2/
sincos|),(),(

π

π
θθ θθ dspyxb yxsH ， 

 
其中，希尔伯特变换是作用于变量 s 的。令 ),( θsp  对于变量 s 的傅里叶变

换为 ),( θωP 。实施希尔伯特变换就是在 ω  的正半轴对 ),( θωP  乘 (–i)，在 

ω  的负半轴对 ),( θωP  乘 (i)。做反投影不外乎是把乘积 (–i) ),( θωP 或 (i) 

),( θωP  嵌入二维傅里叶空间 (即 ωx-ωy 平面)  适当的位置 (图2.16)。 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 2.16 对 Hp(s, θ) 在 (-π/2, π/2) 区间上的反投影等价于对 p(s, θ) 在 (-π/2, π/2) 区间上的反

投影，然后在左半ωx -ωy 平面乘以 (i) 并在右半 ωx -ωy 平面乘以 (-i)。 
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由图2.16可以看出下面两种方法是等价的。第一种是先对 p(s, θ) 进行希尔

伯特变换，然后做反投影。第二种先对 p(s, θ) 做反投影，然后一条线一条线

地 (即沿着 x 轴方向逐行地) 做希尔伯特变换。这样逐行地做希尔伯特变换相

当于在傅里叶变换域内对左半ωx-ωy平面乘以 (i) 并对右半, 平面乘以 (-i)。这

两种等价方法用数学表达式表达出来就是 
 

θθθθ
π

π
θθ

π

π
θθ dspdsp yxssyxsx ∫∫

−
+=

−
+= =

2/

2/
sincos

2/

2/
sincos |),(|),( HH 。 

 
下面我们扼要地介绍一下有限希尔伯特变换的概念。有限希尔伯特变换

在利用截断的 (即不完整的) 投影数据来精确重建 ROI 中起着关键的作用。 
 

不失一般性，我们假定一个实函数f(t)只在 (-1, 1) 内可取非零值。也就是

说，当 1≥t ，f(t)=0。那么，f(t) 的希尔伯特变换可用下面的公式算出 

 

τ
τπ

τ d
t

fvptg ∫
− −

=
1

1 )(
1)(..)( 。 

 
即使 f(t) 只在 (-1, 1) 内可取非零值，但 g(t) 未必只在有限区间内取非零值。

很有可能，g(t)在整个实数轴上都有非零值。下面这两个有限希尔伯特反变

换公式只用到 g(t) 在 [-1, 1] 区间上的值： 
 

τ
τ

τ
τ
τ

π
d

t
gvp

t
ttf

−−
+

+
−

= ∫
−

)(
1
1..

1
11)(

1
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ττ
τ

τ
π

ττ
π

dg
t

vpdf
t

tf )(1..1)(
1

1)(
21

12 ∫∫ −
−

+
−

=
−

。  

 
有限希尔伯特反变换公式还有其它表达式，这里就不一一嗦述了。 

2.6.3中心切片定理的证明 

中心切片定理可表述为 
 

)sin,cos(),( θωθωθω FP = 。 

 
证明 
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我们首先给出一维傅里叶变换的定义式： 
 

∫
∞

∞−

−= dsespP isωπω 2)()( ， 

 
然后把它应用到第1.5节给出的投影数据 p(s, θ) 的定义式上，并得到 

                                

∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

−−+= dsedxdysyxyxfP isωπθθδθω 2])sincos(),([),( 。 

 
交换积分次序，得 

 

dxdydsesyxyxfP is ])sincos()[,(),( 2∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−
∞

∞−

−+= ωπθθδθω 。 

 
根据δ函数的性质，最内层对于变量 s的积分可以很容易地计算出为

θθ
ωπ

sincos
2 | yxs

ise +=
− 。所以有 

      

dxdyeyxfP yxi∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

+−= ωθθπθω )sincos(2),(),( ， 

 
也就是， 

 

dxdyeyxfP vu
yvxui∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−
==

+−= θωθω
πθω sin,cos

)(2 |),(),( 。  

 
最后，用二维傅里叶变换的定义即可得到 
 

θωωθωωωωθω sin,cos|),(),( ===
yxyxFP 。 

 
在极坐标系中，中心切片定理的表达形式是 
 

),(),( θωθω polarFP = 。 
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2.6.4 FBP (先滤波后反投影) 算法的推导 

我们首先给出二维傅里叶变换在极坐标系下的表达式 
 

∫ ∫
∞

+=
π

θθωπ θωωθω
2

0 0

)sincos(2),(),( ddeFyxf yxi
polar 。  

 
因为 ),(),( πθωθω +−= polarpolar FF ，所以  

 

θωωθω θθωπ
π

ddeFyxf yxi
polar

)sincos(2

0
),(),( +

∞

∞−
∫ ∫= 。  

 
根据中心切片定理，我们可以用 P 来代替 F： 

 

θωωθω θθωπ
π

ddePyxf yxi )sincos(2

0
),(),( +

∞

∞−
∫ ∫= 。 

              
我们意识到 |ω| 是斜坡率波器的传递函数，令 ),(),( θωωθω PQ = ，则 

 

θωθω θθωπ
π

ddeQyxf yxi )sincos(2

0

),(),( +
∞

∞−
∫ ∫= 。 

 
利用一维傅里叶反变换并记 Q 的反变换为 q，我们最后得到 
 

∫ +=
π

θθθθ
0

),sincos(),( dyxqyxf ， 

 
或 
 

∫ +==
π

θθ θθ
0

sincos|),(),( dsqyxf yxs 。 

 
这正是 q(s, θ) 的反投影 (见第1.5节)。 
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2.6.5 先卷积后反投影算法的数学表达式 

令斜坡滤波器传递函数 |ω| 的傅里叶反变换为卷积核 h(s)。也就是说，卷

积核 h(s) 是从这个公式 dsesh siωπω 2)( ∫
∞

∞−

=  算出来的。利用第2.6.4节的结

果，我们很容易地得到 
 

。  ),()sincos(

|)],()([),(

0

0
sincos

∫ ∫

∫
∞
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+=

−+=

∗=

π

π

θθ

θθθθ

θθ

dsdspsyxh

dspshyxf yxs

 

 

2.6.6 拉东反演公式的数学表达式 

拉东反演公式也就是 DHB (Derivative，Hilbert transform，Backprojection 
求导，希尔伯特变换，反投影) 算法。它的推导是基于把斜坡函数 |ω| 特意

地分解为求导数运算和求希尔伯特变换： 
 

))]sgn((
2
1[)2( ω
π

ωπω ii −×= 。 

 
函数 –i sgn(ω) 的傅里叶反变换是 1/(πs)，而且函数 2πiω 的傅里叶反变换

是求导算子。所以可得 
 

ss
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π
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以及 
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2.6.7先反投影后滤波算法的推导 

我们首先考察一下 (未滤波的) 原本数据 p(s, θ) 的反投影图像 b(x, y)。反

投影的定义式是 
 

θθ
π

θθ dspyxb yxs∫ +==
0

sincos|),(),( 。 

 
利用傅里叶反变换的定义，p(s, θ) 可以用其傅里叶变换 ),( θωP  来表示，那

么 
 

∫ ∫
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∞−

+=
π

θθωπ θωθω
0

)sincos(2 ]),([),( ddePyxb yxi 。  

 
 利用中心切片定理，我们可以用 F 来替换 P： 

 

∫ ∫
∞

∞−

+=
π

θθωπ θωθω
0

)sincos(2 ]),([),( ddeFyxb yxi
polar ，  

 
也就是 

 

∫ ∫
∞

∞−

+=
π

θθωπ θωω
ω

θω
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)sincos(2),(
),( dde

F
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。  

                                                 
上面这个式子是二维傅里叶反变换在极坐标下的表达式。如果我们对等式两

边同时 (在极坐标下) 求二维傅里叶变换，我们就可得到 
 

ω
θω

θω
),(

),( polar
polar

F
B = 。 

 
写成直角坐标的表达式，就成为 
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),(
),(
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F
B

ωω

ωω
ωω

+
= ， 

 
即 
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),(),( 22
yxyxyx BF ωωωωωω += 。 

 
从此式立刻可得到先反投影后滤波的算法。 

2.7 例题  

例题 1  写个短小的 Matlab 程序并演示在断层成像问题中要有足够多的探

测视角的重要性。Matlab 中的函数 “phantom” 可以帮你产生一个 Shepp-
Logan 模型的图像。顺便提一下，“phantom” 在英语中一般作 “幻影” 解，在

医学成像中，凡是不是真正的病人，都可称为 phantom，它可以是数学模

型，也可以是个塑料容器模型。Matlab 中的函数 “radon” 可用来产生投影数

据，也就是对所给的模型图像 f(x, y) 产生一组拉东变换 p(s, θ)。Matlab 中的

函数 “iradon” 可用来做 FBP 算法的图像重建。 
 
解 
 
Matlab 程序： 
 

P = phantom(128); %Generate the Shepp-Logan phantom in 
a 128x128 array 
angle = linspace(0,179,180); %Sampling angles 
R = radon(P, angle); %Generate the Radon transform 
over 180°,  
I1 = iradon(R, angle);  %Inverse Radon transform, i.e., 
FBP reconstruction 
I2 = iradon(R, angle,'linear','none'); %backprojection 
without ramp-filtering 
subplot(1,3,1), imshow(P), title('Original') 
subplot(1,3,2), imshow(I1), title('Filtered Backprojec-
tion') 
subplot(1,3,3), imshow(I2,[]), title('Unfiltered Back-
projection') 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



48   第2章 平行光束图像重建 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 2.17 原本的图像和用 Matlab 中用 “iradon” 函数重建的图像。 

如果我们把这一行 angle = linspace(0,179,180)分别换成 
angle = linspace(0,179,10) 
angle = linspace(0,179,20) 
angle = linspace(0,179,40) 
angle = linspace(0,179,80) 

我们便得到图2.18中所示的不同结果。 
 

 

 

 

图 2.18 如果视角不够，重建的图像中就会出现令人讨厌的条纹状的伪影。所谓伪影 (英文

是 Artifact) 指的是原本图像中没有的，由于数据或重建算法的错误和误差造成的图案。 

例题 2 运行一个简单的 Matlab 程序来观察一下噪声的影响。对斜坡滤波

函数施用三个不同的窗函数，并视其控制噪声效果。 
 
解 
 
Matlab 程序： 
 

P = phantom(128); 
angle = linspace(0,179,180); 
R = radon(P,angle); 
R = 1e12*imnoise(1e-12*R,'Poisson'); %Add Poisson Noise 
I1 = iradon(R,angle,'Ram-Lak'); 

原本图像 先滤波后反投影 不滤波，直接反投影 

10个角度 40个角度 80个角度 20个角度
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subplot(1,3,1), imshow(I1,[]), title('w/ Ram-Lak fil-
ter') 
I1 = iradon(R,angle,'Cosine'); 
subplot(1,3,2), imshow(I1,[]), title('w/ Cosine fil-
ter') 
I1 = iradon(R,angle,'Hann'); 
subplot(1,3,3), imshow(I1,[]), title('w/ Hann filter') 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 2.19 利用不同的窗函数来控制噪声。 

例题3* 试求离散的‘Ramachandran-Lakshminarayanan’ 卷积核。这个卷积

核是斜坡滤波函数的傅里叶反变换。窗函数的截止频率是 ω = ½。 
 
解 
 
我们先求连续的卷积核 h(s)：  
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为把它离散化，令s = n (整数) 则有 
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用Ram-Lak 滤波器 用余弦滤波器 用Hann滤波器 
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图 2.20 连续的以及采样后得到的 ‘Ramachandran-Lakshminarayanan’ 卷积核。 

2.8 小结 

• 傅里叶变换非常有用，它把一个函数在频率域中用另一种形式表达

出来。而傅里叶反变换则把这个频域中的表达式变回到空间域中

来。 
 

• 在傅里叶域中（即在频域中），投影数据与原本的图像有个简单直

观的关系。这个关系就是大名鼎鼎的中心切片定理。在一个方向上

的投影数据的一维傅里叶变换是原本图像的二维傅里叶变换的一条

线上的值。一旦我们有足够多的投影角度，它们所对应的直线就可

覆盖整个二维傅里叶平面。 
 

• 二维傅里叶变换平面上的反投影图案意味着频域的采样密度正比于

1/|ω|。 所以，光靠反投影只能得到一个模糊的重建图像。要把反投

影和斜坡滤波结合起来才能得到精确的重建图像。  
 

• 先滤波后反投影的FBP算法是图像重建中知名度最高和最普及的算

法。斜坡滤波可以在频域中用乘法实现，也可以在空间域中用卷积

实现。 
 

• 我们可以自由地更换斜坡滤波和反卷积的次序。 

)(sh

s 
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• 斜坡滤波又可以进一步分解成求导运算和希尔伯特变换。这样，我

们利用不同的排列可以得到更多的重建算法。 
 

• 在特定的条件下，利用截断了的投影数据可以对感兴趣的区域

（ROI）做精确的重建。 
 

• 通过阅读本章，读者应该至少弄懂中心切片定理的含意和知道什么

是 FBP 算法。 
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第3章 扇形束图像重建 

3.1 扇形束成像的几何描述及其点扩散函数 

前面重点讨论过的平行光束成像数学上处理容易些，但是在X光CT领域

里它远不如扇形束成像常见。 X光的光源就是扇形束的焦点。图 3.1把扇形

束的几何结构与平行光束的几何结构做了一下比较。 
 

 
图 3.1  平行光束成像与扇形束成像的几何结构比较。 

),( θsp

θ

y

x

s

x

y

),( βγg

γ

β

(A) 平行光束 

投影射线 

旋转中心 

探测器 

(B) 扇形束 

焦点

焦距 D 

探测器 

投影射线

旋转中心 
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对于平行光束成像，我们用极为重要的中心切片定理推导出了一些图像

重建的算法。可是，对与扇形束成像，我们并没有相应的中心切片定理。我

们只好想个别的办法来推导扇形束的图像重建算法。这个办法就是把扇形束

的成像问题转化成平行光束的成像问题，把平行光束图像重建的算法修正一

下然后应用于解决扇形束的成像问题中。 
 

第二章中，当我们讨论平行光束的图像重建问题时，虽然我们没有明确

地说，我们总是假定探测器是匀速地绕物体转动，而且数据采样的角度区间

也是均匀的。这里我们对扇形束的成像问题也做同样的假设。 
 

在这个假设下，平行光束的投影/反投影的点扩散函数 (PSF) 是移动不变

的。换句话说，如果你把一个点源放在 x-y 平面上。放到哪里到无所谓，只

要放在探测器的视野内就好。先算出该点源的投影数据，再算出这些投影数

据的反投影。这样你会得到一个与图3.2类似的星状图案。这个图案就是投

影/反投影运算点扩散函数 (PSF，Point Spread Function)。这里我们用 “投影/
反投影” 表示先做投影再做反投影，而且把 “投影/反投影” 看作为一个不可

分割的运算过程。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

图 3.2 投影/反投影的点扩散函数 (PSF) 是移动不变的。也就是说，不管点源在哪里，所得

到的星状图案都一样。 

PSF

PSF

点源 

点源 
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在用平行光束成像的情形，为了求反投影在点 (x，y) 的数值，过该点向

每个探测方向 θ 上的探测器做垂线。把垂线与探测器的交点记为 s*。然后把

投影数值  p(s*, θ) 加到 (x, y) 的位置上。 
  
相似地，在用扇形束成像的情形，为了求反投影在点 (x, y) 的数值，过该

点和每个扇形的焦点画一条直线。把该直线与探测器的中线夹角记为γ *。然

后把扇形束的投影数值 g(γ *, β) 加到 (x, y) 的位置上。 
 
可以证明，如果扇形束焦点的轨迹是一个完整的圆圈，所得到的投影/反

投影的点扩散函数 (PSF) 是移动不变的。也就是说，不管点源在哪里，所得

到的星状图案都一样。而且，这个投影/反投影的点扩散函数与平行光束成

像情形的投影/反投影的点扩散函数是一样的 (图 3.3)。 
 

 
 

图 3.3 扇形束 360º 全扫描的点扩散函数 PSF 与平行光束 360º 全扫描的点扩散函数 PSF 完
全相同。 

这个发现极为重要。如果你对一个图像做投影/反投影，不管你用平行光

束还是扇形束，你会得到相同的模糊的图像。 
 
设原本的图像为 f(x, y)，经过投影/反投影运算后的图像为 b(x, y)。可以证

明，投影/反投影的点扩散函数是 1/r，其中 22 yxr += 。这样，f(x, y) 和

b(x, y) 的关系就建立起来了: 
 

r
yxfyxb 1),(),( ∗∗= ， 

 
其中 “ ∗∗ ” 表示二维卷积。在傅里叶变换域中，原本图像的傅里叶变换 F 与
投影/反投影运算后的图像的傅里叶变换 B 的关系是 

 

PSF
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22

1),(),(
yx

yxyx FB
ωω

ωωωω
+

×= ， 

 

这是因为 22/1 yx + 的二维傅里叶变换是 22/1 yx ωω + 。 

 
我们已经知道如果我们对反投影后的图像 b(x, y) 进行二维斜坡滤波，即

可重建出原本图像 f(x, y)。对于扇形束反投影后的图像 b(x, y) 完全可以采用

同样的方法重建出原本图像 f(x, y)。也就是说，先反投影后滤播算法对平行

光束成像和扇形束成像是一样的。如果在上面的傅里叶变换域中的关系式两

边同时乘以二维斜坡函数 22
yx ωω + ，即可得到原本图像 f(x, y) 的傅里叶变

换 F(ωx, ωy): 
 

22),(),( yxyxyx BF ωωωωωω +×= 。 

 
最后，对 F(ωx, ωy)求二维傅里叶反变换便得到原本图像 f(x, y)。 

3.2 平行光束算法到扇形束算法的转换 

若想要得到一个 FBP (先滤波后反投影) 算法来重建图像，我们需要改变

一下策略，从一个与第3.1节不同的途径来推导。 
 
一个直截了当的方法是把所有的扇形束射线放在一起进行分组，把互相

平行的射线分在一组，这样就把扇形束的成像问题简化为平行光束的成像问

题。正如图3.4所示，每一条扇形束的射线都刚好对应一条平行光束的射

线。这两条线是完全重合的。也就是说，每一个扇形束的数据 g(γ, β) 都刚好

对应一个平行光束的数据 p(s, θ)，它们的坐标满足下列关系: 
 

βγθ += ， 

 
γsinDs = ， 

 
其中 D 为焦距，也就是从扇形的焦点到旋转中心的距离。当上面这两个关

系成立时，这两个成像系统所测的数据是相同的: 
 

),(),( βγθ gsp = 。 
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图 3.4  一条扇形束的射线可以用平行光束的几何参数来描述。 

在扇形束数据重组为平行光束数据的形式以后，我们就可以用平行光束

图像重建算法，比如 FBP 算法，来重建图像了。这个数据重组的方法听起

来可行，但是实现起来还是有它的问题的，因为数据重组时需要做坐标变

换，这也就需要做插值运算。插值运算是要引入误差的。数据重组的想法虽

然可行，但是其结果有时不够精确。 
 

然而，这个数据重组的想法还是有其可取之处的。我们对它做一点改造

它会变成一个很有用的算法。我们改造的思路是把对数据做重组改为对算法

的变量做变换。我们的出发点是一个平行光束的图像重建算法。你可以想

象，这个算法是个数学等式。等式的左边是重建的图像 f(x, y)。等式的右边

是个积分表达式。积分号内有投影数据 p(s, θ) 以及其它与 s 和 θ 有关的因子

 (图 3.5)。 
 
接下来，我们把平行光束的投影数据 p(s，θ)用对等的扇形束数据g(γ，β)

来替换。当然，要使这个替换有意义，必须满足这两个条件 (图  3.4): 
βγθ +=  和 γsinDs = 。这两个条件是由图 3.1导出的。 

 
这两个条件实际上确定了一个变量替换关系。把这个变量替换关系带入

等式右边的积分式里面。把旧变量 s 和 θ 变为新变量 γ  和 β。 
 

s

θ

γ

β

x

y

D

θ

投影射线 p(s,θ) = g(γ,β) 
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我们要提醒一下，在微积分中，在做积分的变量替换时需要加入一个雅

可比因子。雅可比因子是个由一些偏导数算出的行列式，它是 γ  和 β 的函

数。 
 
在完成了从平行光束数据 p(s, θ) 到扇形束数据 g(γ, β) 的替换，旧变量 s  

和 θ 到新变量 γ 和 β 的替换，及加入一个雅可比因子 J(γ，β)，一个崭新的

扇形束图像重建算法就诞生了 (图 3.5)! 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 3.5 从平行光束图像重建算法到扇形束图像重建算法的推导过程。 

图 3.5列出的是个一般性的步骤。我们曾经列出过一长串平行光束图像重

建的算法。这些算法都可以用这个变量替换的方法推广到扇形束图像重建中

去，并得到一长串扇形束图像重建的算法。我们必须指出的是，对于变量 s 

),(),( βγθ gsp =

平行光束算法

扇形束算法 

用扇形束数据代替

平行光束数据 变量替换 

βγβγ ddJ ),(}  ∫ ∫= ),({),( βγgyxf 和其他有关 γ 和 β 的因子 

∫ ∫= ),({),( θspyxf 和其它有关 s 和θ 的因子}dsdθ 

θ = γ + β 及 s = D sin γ 

雅可比因子 J(γ, β) 
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的卷积运算，经过变量替换后，一般说来并不刚好是对于变量 γ 的卷积运

算。 要想把对变量 γ 的积分变成对变量 γ 的卷积, 还需另外付出一些数学上

的努力。与平行光束图像重建的算法相类似，扇形束图像重建的算法也是由

斜坡滤波和反投影组成，或者是由求导，希尔伯特变换，及反投影的不同排

列组成。 
 
扇形束图像重建的算法分为两大类: 一类是针对平面探测器的，而另一类

是针对弧形曲面探测器的。对于平面探测器，我们总是假定数据采样点是等

间距的，相邻采样点之间的距离是 ∆s。对于弧形曲面探测器，我们总是假

定数据采样点是等夹角的，相邻采样点之间的夹角是 ∆γ  (图 3.6)。在扇形束

图像重建中，每个探测器的几何形状都有其专用的图像重建算法。在不同的

探测器几何形状之间，它们的图像重建算法也可以通过引入适当的权函数互

相转换。 
 

 
图 3.6 平面扇形束探测器和弧形曲面扇形束探测器。 

3.3 短扫描 

在平行光束成像中，当探测器绕物体旋转 2π (即 360°), 每一条投影射线都

被测了两次。冗余的数据可由下面这个表达式给出 
 

),(),( πθθ +−= spsp 。 

 

s∆s∆s∆s∆s∆s∆s∆s∆s∆
γ∆γ∆ γ∆γ∆γ∆γ∆

平面探测器扇形束 弧面探测器扇形束 
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可见, 由两个面对面的探测器测得的数据都是冗余的(图 3.7)。所以，探测器

旋转 180° 即可提供足够的数据。 
 

 
图 3.7 面对面的平行光束探测器测到的是同样的线积分。 

根据同样的道理，当扇形束探测器旋转 2π, 每条投影射线也都被测到了两

次 (图 3.8)。冗余的数据可由下面这个表达式给出 
 

)2,(),( πγβγβγ ++−= gg 。 

 
 

 

 

 

 

 

 

图 3.8 使用扇形束 360º 全扫描，每条射线都被测到了两次。 
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由于数据冗余，在扇形束数据采集中没有必要让探测器做 2π 全扫描。扫

描角度 (β) 可以小于 2π, 这种扫描方式叫做短扫描。角度 β 的最小取值范围

取决于数据采集时物体与探测器之间的几何关系。角度β的最小取值区间可

能小于 π (图 3.9 左)，可能等于 π (图 3.9 中)，也可能大于 π (图 3.9 右)。确

定扫描区间的原则是，我们感兴趣的物体中的每一点都要有 180° 的角度覆

盖。 
 

 
 

图 3.9  扇形束成像系统的最小扫描角度范围取决于物体的位置。 

 
我们要提醒读者注意，在扇形束短扫描成像中，并不是所有的线积分都

被刚好测到一次。有些线积分被测到一次，而另一些线积分会被测到两次。

即使在扫描角度 β 的范围小于 π 的情形, 还是有一些线积分会被测到两次

的。其实，任何直线，只要它与扇形的焦点轨迹有两个交点，那么沿这条线

的线积分就被测到了两次 (图 3.10)。为了获得足够的数据来做断层成像，我

们要求过物体的每一条线的线积分都要至少被测到一次。 对于冗余的数

据，在图像重建时需要施加适当的权函数来处理。举例来说，若一个线积分

被测到了两次，对它们要进行加权，而且它们的权因子之和一定要是 1。 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Orbit

必需的扫描角度 (β) 范围 
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图 3.10 在扇形束短扫描中，一些数据被测到一次，而另一些则被测到了两次。 

3.4* 数学表达式 

3.4.1 扇形束FBP(先滤波后反投影)算法的推导 

我们的出发点是平行光束的 FBP 算法。注意，我们要用的是极坐标 (r, ϕ)
的表达式，而不是直角坐标 (x, y) 的表达式。为了得到极坐标的 FBP 算法的

表达式，我们需要对直角坐标的FBP算法的表达式 (见第2.6.5节) 做如下的变

量替换: ϕcosrx = ， ϕsinry = ，及 )cos(sincos ϕθθθ −=+ ryx ，从而得到 
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接下来，根据图3.5的思路，把平行光束的变量替换成扇形束的变量

βγθ +=  及 γsinDs = 。变量替换的可比因子是 γcosD 。这样，我们就有 
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测量了一次 

测量了两次
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这个等式给出了一个扇形束图像的重建算法，但是在等式中对 γ 的积分还

不是卷积的形式。若这个积分可以写成卷积积分, 那么这个算法实现起来就

要快得多。下面我们就着手把它凑成个卷积积分。 
 
假设我们要在 (r, ϕ) 这一点上求重建的数值。我们在图3.11定义了两个新

的变量版D' 和 γ '。可以容易地验证 )sin(sin)cos( γγγϕγβ −′′=−−+ DDr ，

那么就有 
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我们现在要证明斜坡滤波器卷积核的一个特殊性质 
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这个性质在我们推导扇形束 FBP 公式的最后一步会用到。 
 

斜坡滤波器卷积核的定义是 ωω πω deth ti∫
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= ，那么扇形束的先卷积后反投影算法就得到了 
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不管斜坡滤波是在空间域中用卷积来实现还是在傅里叶变换域中用乘法来实

现，都可称为 FBP 算法。 
 

 

图 3.11 用重建点 (r，ϕ)来定义两个新变量: 角度γ ’ 和距离D’。 

3.4.2 扇形束的 DHB (Derivative，Hilbert Transform，
Backprojection 求导，希尔伯特变换，反投影) 算法 

把斜坡滤波分解成求导运算和希尔伯特变换的想法也可应用到扇形束图

像重建中去。对于平行光束的情形，DHB 算法就是拉东反演公式 (见第2.6.6
节)。扇形束数据的 DHB 算法可以用拉东反演公式经过平行光束到扇形束的

变量替换来推导出来。很多作者，如Noo，Defrise，Kudo，Clackdoyle，Pan
，Chen，Wang，等等，发表了不少利用求导运算和希尔伯特变换来重建图

像的算法。 
 
下面我们利用拉东反演公式推导一个扇形束数据的 DHB 算法。首先，我

们把拉东反演公式 (见第2.6.6节) 用极坐标的形式给出 
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做从 (s, θ)到 (γ, β) 的变量替换，并带入 
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其中 D´ 是当扇形束在旋转角为 β 时从重建点到焦点的距离。这个距离因子 
D´ 不是一个常数。它是扇形束重建算法的一个 “眼中钉”，因为当 D´ 很小

时，它使扇形束重建算法不稳定。而且这是一个变量，计算它要花费一些计

算机的时间。我们下面要证明，对于 2π 扇形束全扫描来说，这个 D´ 因子可

以从算法中去掉。 
 
现在让我们在扇形束的 DHB 算法中人为地引入一个加权函数 w，那么， 

DHB 算法就变成 
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如果我们用 ĝ  来记求导运算和希尔伯特变换以后的扇形束数据，也就是 
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可以证明新算出的数据 Dg ′/ˆ  与原本的扇形束数据 g 具有相同的冗余性

质 (图 3.8)。为了使引入加权函数w的算法仍然成立，我们要求加权函数 w 
满足下面的条件 

 
2),,,(),,,( =′+′ ϕβγϕβγ rwrw cc ， 

 

其中， γγ ′−=′c  及 πγββ +′+= 2c 。如果我们定义 
γ

ϕβγ
′

′
=′

cos
),,,(

D
Drw

，那么上面对加权函数w的条件就自然满足了，因为 γ ′=′+′ cos2DDD c  (图 

3.12)。最后，我们得到扇形束的 DHB 算法 
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这个扇形束的 DHB 算法不用引入加权函数 w 也能推导出来，读者可参阅

本章后面参考文献中列的 You (尤江生) 和 Zeng (曾更生) 的文章。 
 

 
 

图 3.12  引如适当的加权函数可以使在 360º 全扫描的 DHB 算法中的随角度和位置变化的

因子 D’。 

3.5 例题 

例题 1 下面图示的扇形束数据采集方案能为图像重建测得足够的数据吗? 
这里，扇形束的焦点轨迹由三段不相连的圆弧组成 (图 3.13)。 
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图 3.13  由三段圆弧组成的扇形束的焦点轨迹。 

解 
 
能。因为如果你过那个圆形物体随意画一条直线，这条线总会与扇形束

的焦点轨迹至少有一点相交。 
 
例题 2 在 γ -β 平面上标出扇形束 2π 全扫描冗余的数据。即指出哪两点代

表同一数据。这里，表示扇形束数据的 γ -β 平面的作用相当于表示平行光束

投影数据的正弦图。 
 
解 
 
从图 3.14，我们可以很容易的找出扇形束数据的冗余条件。若要使 
  

),(),( 2211 βγβγ gg =  

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 3.14  这条线在扇形束扫描中被在两个不同的角度上测到了两次。  

焦点轨迹

物体 

1β

2β

1γ

2γ−

焦点轨道 

冗余的射线
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成立，数据参数需要满足 
  

12 γγ −= ， 

 
及 

 
πγββ ++= 112 2 。 

 
利用这两个条件，在图 3.15中的 γ -β 平面上可以很容易地找出哪两数据

点具有相同的数值。在图 3.15中，每一条垂线都与一条斜线包含同样的信

息。 
 

 
 

图 3.15  若把扇形束数据显示在 γ−β 平面上，每一条垂线上的数据与一条斜线上的数据完

全一样。 

例题 3* 试推导平面探测器的扇形束 FBP (先滤波后反投影) 算法。 
 
解 
 
我们的出发点是平行光束的  FBP 算法。注意，我们要用的是极坐标 

),( ϕr 的表达式，而不是直角坐标 (x, y) 的表达式。为了得到极坐标的 FBP 

算法的表达式，我们需要对直角坐标的 FBP 算法的表达式 (见第2.6.5节) 做
如下的变量替换: ϕcosrx = ， ϕsinry = ，及 )cos(sincos ϕθθθ −=+ ryx ，

从而得到 
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接下来，我们用 p(s, θ) = g(t, β) 把平行光束数据替换成扇形束数据。再把

平行光束的变量替换成扇形束的变量 
D
t1tan−+= βθ  及

22 tD
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= 。

变量替换的可比因子是 2/322

3

)( tD
D
+

。这样，我们就有 
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这里，我们用到了关系式 ，
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)ˆ()cos(
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 (见图 3.16)。 
 

 
 

 

图 3.16  平面探测器扇形束成像所用符号的示意图。 
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D
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r
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我们已经得到了一个扇形束的重建算法了，但是内层对于 t 的积分还不是

卷积积分的形式。斜坡滤波的卷积核 h 有个特殊的性质: )(1)( 2 th
a

ath = 。把

这个性质应用到刚才得到的扇形束的重建算法的表达式中即可得到 
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这就是平面探测器情况下的扇形束的先卷积后反投影算法。它也可以称

作 FBP 算法。其中， 22/ tDD +  实际上是个余弦函数。先用它乘以扇形束

数据。对t的积分现在已经变成卷积形式了。对β的积分是做反投影. 反投影

中有个与距离有关的加权函数 1/U2。U 的含义示意在图3.16中了。 
 

 [附注: 若斜坡滤波函数已经乘过了窗函数，而变成了有限带宽的函数，

关系式后 )(1)( 2 th
a

ath =  就不再成立了。 在实际应用中，我们总是要用个窗

函数来控制噪声，刚才推导出的 FBP 算法若带上窗函数就会在重建的图像

中造成不均匀的分辨率。] 
 

3.6 小结 

• 在X光CT中，扇形束成像很普遍。 
 

• 扇形束的图像重建算法可以由平行光束的图像重建算法经变量代换

来得到。 
 

• 扇形束探测器通常分为两类。一类是平面探测器。另一类是弧面探

测器。每一类探测器都有它们专用的图像重建算法。 
 

• 如果扇形束的焦点轨道是整个圆周，这就叫全扫描。如果扇形束的

焦点轨道是部分圆周，这就叫短扫描。即使是短扫描，有些扇形束

的射线也被测了两次。在图像重建过程中，对冗余的数据需要做恰

当的加权。 
 

• 在有些扇形束的图像重建算法中，其反投影算子中含有一个与距离

有关的加权因子。当对斜坡函数施加窗函数时，这个窗函数没有对

这个与距离有关的加权因子做相应的处理。因而导致了扇形束 FBP 
算法所重建的图像有不均匀的分辨率。从这个意义上讲，这个 FBP 
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重建就不精确了。基于同样的原因，Parker 的短扫描方法（在本书

里没有介绍）也就不精确了。 
 

• 现代的基于求导运算和希尔伯特变换的算法则可以在短扫描中正确

地处理冗余数据。 
 

• 通过阅读本章，读者应该明白如何由一个平行光束的图像重建算法

推导出一个扇形束的图像重建算法。 
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第4章 透射型投影和发射型投影的断层成像 

4.1 X光 CT (计算机断层成像) 

这一章的主要目的是把线积分数据的概念与医学成像 (比如：透射型投影

和发射型投影的断层成像) 的测量数据联系起来。这样一来，前面几章所介

绍过的图相重建算法就可以有效地应用到实际的医学图像重建中去了。 
 
X光 CT 利用对X光穿透病人身体后的剩余光线进行测量，然后用测量值

来估算病人体内的截面图像。虽然X光具有很高的能量，可以穿透人体，但

是并不是所有进入人体的光子都能逃出。有一些光子在人体内发生了散射，

从而改变了传播方向，同时光子的能量也有所降低。当X光发生散射时，X
光的光子与病人体内的电子发生作用，光子把它部分的能量传递给了电子，

使电子获得足够的能量得以脱离原轨道成为自由电子（图4.1）。这个X光光

子损失了能量，沿着一个偏折的方向继续前行。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

图 4.1 康普顿散射示意图。入射光子把部分能量传递给了电子，并散射到一个新的方向。 

弹出的电子

入射光子 

降低了能量的散射光子 
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还有一些光子在人体内由于光电效应而完全消失了。它们的能量就留在

人体内部了。在光电效应过程中X光光子的能量全部由病人体内的原子所吸

收，被吸收的能量把电子从原子中弹射出去（图4.2）。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 4.2 光电效应示意图。入射光子把其所有的能量都传递给了电子，而光子本身就消失掉

了。 

X光把能量消耗在人体内并不是一件好事。若计量太大，这些能量足以对 
DNA 造成伤害。 

 
若X光进入人体前的强度为 I0，离开人体后的X光强度为 Id。那么 I0 和 Id 

服从比尔定律 (图 4.3)： 
 
 

 
 

 

 

图 4.3 X光通过物体后强度会降低。 

)exp(
0

p
I
Id −= ， 

 
式中 p 是物体中沿着X光路径上的线性衰减系数的线积分。 那么，衰减系数

的线积分 p 可以利用对数函数来计算  
 

弹出的电子

入射光子 

dI0I
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这样算出的线积分数据就可直接使用通常的图像重建算法来做图像重建了。 

 
X光 CT 的主要应用是获得一幅人体内部各个器官不同的衰减系数的截面

图像。图4.4显示了一幅典型的X光 CT 图像。衰减系数是不同物质材料的特

有性质，通常记为 µ, 它是单位长度上光的输入/输出的强度比的对数。骨头

有较大的衰减系数值 µ, 而软组织有较小的衰减系数值 µ。物质材料的衰减系

数还与X光的能量有关。X光的能量越高，衰减系数越小。 
 

 
 

图 4.4 胸腔的X光 CT 图像。 

第一代 CT，如图4.5所示，只有一个小的探测器。X光的光源以及探测器

要做两种不同的移动动作：一是直线平移，另一是圆周旋转。X光的光源发

射出窄的铅笔形状的光束。当X光的光源平移时，就可产生一组平行的投影

光束。第一代 CT 的扫描时间比较长(约 25 分钟)。第一代 CT 已经退役，没

有临床应用了。 
 

 
图 4.5 在第一代 CT 中，X光的光管和探测器都要平移和旋转。 
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第二代 CT 使用的是窄的扇形光束，它由 12 个探测器组成 (图 4.6)。与第

一代 CT 一样，X光的光源以及探测器要做两种不同的移动动作：一是直线

平移，另一是圆周旋转。基于扇形光束的形状，扫描时间可缩短到 1 分钟。 
 

 
 

图 4.6  第二代 CT 使用的是窄的扇形光束。X光的光管和探测器都要做跨视野的平移和绕

物体的旋转。 

第三代 CT 使用的是宽的扇形光束，它有 1000 个探测器 (图 4.7)。由于光

束宽，可以覆盖整个视野，X光光管和探测器的直线平移步骤就不再需要

了。因此，扫描时间又进一步缩短，缩短成 3 秒钟。这第三代 CT 目前在一

般的医疗机构中应用最为广泛。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 4.7  第三代 CT 使用的是宽的扇形光束。X光的光管和探测器都只需要绕物体做旋转即

可，无需做平移了。 
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第四代 CT 使用的是静止的环状探测器。只有X光的光源在绕物体旋转 

(图 4.8)。这种扫描方式给出宽的扇形束数据，而且扫描时间非常短。但是

第四代 CT 的口碑不好。这是因为无法在探测器前安装准直器，而造成数据

中有很大的成分是在物体内的散射后的X光。 
 

 

图 4.8  第四代 CT 中的环形探测器是静止不动的，只是X光的光源在绕物体做高速旋转。 

现代 CT 可以做螺旋式扫描。它是这样实现的：当X光的光源和探测器在

绕病人旋转的时候，病人的床沿着旋转轴的方向缓慢移动。现代 CT 使用二

维的多行探测器，它采集的是锥形束数据 (图 4.9)。下一章将介绍一些锥形

束数据的图像重建算法。 
 
 

 

 

 

 

 

 

图 4.9  现代CT使用大型二维探测器，并可以做螺旋式扫描。有些系统甚至有多个X光光源

和多个二维探测器。X光光源螺旋线轨迹是靠光源绕病人旋转时沿转轴方向移动病人来实

现的。 
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4.2 PET (正电子发射断层成像) 和 SPECT (单光子发射计算机

断层成像) 

前一节讲的是透射型断层成像。所谓透射型成像就是把放射源在病人身

体的外面，放射线从外面进入人体，再穿透人体，最后被探测器接收。放射

源可以是X射线，也可以是伽玛 γ 射线。 
 
在这一节， 我们要转个话题，讨论发射型断层成像。所谓发射型成像就

是把放射源放在病人身体的内部，放射线从病人身体内部射出，最后被探测

器接收。 具有短半衰期的放射性的原子可以由回旋加速器或核反应堆生产

出来。这些放射性元素再用来制造放射性药物。 通常放射性药物是通过手

臂静脉血管注射而进入体内的。放射性药物进入人体后会跟踪病理过程。放

射性药物也可以通过病人的呼吸道或消化道进入人体。放射性药物实际上是

个分子载体，它依附于特定的生理组织或病理过程。放射性物质在药物的带

领下在人体内做有目的的分布。发射型断层成像的目的就是要得到一个放射

性物质在人体内部的分布图。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 4.10 核医学发射型成像的准备工作。 

不稳定原子在衰退过程中要释放出伽玛射线。伽玛照相机是用来检测伽

光子的 (图 4.10)。与普通的光学照相机不同，伽玛照相机一次只能检测和分

析一个光子。然后伽玛照相机系统把每一个方向测到的光子的数目汇集起来

就得到放射性物质在人体内部的分布图的线积分 (也称作射线和)。与透射型

回旋加速器 
分子 

注射 

放射性药物 

伽玛射线数据采集
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数据不同的是，我们不需要对所测得的数据取对数。SPECT (single photon 
emission computed tomography，单光子发射计算机断层成像) 就是基于这个

原理成像的。 
 
有一些放射性元素，如 O-15，C-11，N-13，和 F-18，在放射性衰退时会

释放出正电子 (即带一个正电荷的电子)。正电子在自然界中生存的时间十分

短暂，因为在自然界中正电子很快就会遇到一个 (带负电的) 电子。当正电

子与电子发生作用时，它们的质量会湮灭 (即完全消失)，它们的质量完全转

换为能量而产生出两个能量为 511 keV 的伽玛光子。这两个光子沿着相隔 
180º 角的方向传播。也就是说，它们在一条直线上朝相反的方向射出。有一

种特殊的伽玛照相机可专门用来检测这一对光子。这种特殊的伽玛照相机运

用的是同时检测技术。当两个探测器同时各接收到一个能量为 511 keV 的伽

玛光子时，说明在连接这两个探测器的线段上曾经有过一个正电子。与 
SPECT 的情形相仿，这种两个探测器同时检测的的方法也是对每一个正电

子进行记数，在各个给定方向上的记数汇总就是放射性物质在人体内部的分

布图的线积分 (也称作射线和)。我们不需要对所测得的数据取对数。以上的

讨论是 PET (positron emission tomography，正电子发射断层成像) 的基本原

理 (图 4.11)。 
 

 
 

图 4.11 PET 的成像原理。 

对 SPECT 而言，光束的几何构形完全由其准直器决定。SPECT 的准直器

一般由铅制成，形状像个蜂房网，有许多六边形的洞。这些洞是让伽玛射线

通过的通道。其它方向的伽玛射线会被铅制的洞壁挡住。若使用平行光束确

(或扇形束) 的准直器采集数据，所测得的投影数据就是平行光束 (或扇形束) 
的数据 (图 4.12)。同理，使用锥形束准直器或针孔准直器来采集数据，所测

得的投影数据就是锥形束数据 (图 4.13)。汇聚型光束的成像几何构造可以将

物体放大，在探测器上的图像比真实的物体要大。 

keV 511keV 511

−e

+e

+e
湮灭

同时检测

同位数衰变释放出正电子 
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图 4.12 SPECT利用准直器来选择投影射线的几何形状。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 4.13  SPECT 有各种各样的准直器：平行的，汇聚型的，发散型的等等。它们在探测器

上产生不同大小的图像。 

在 PET 的成像系统中，每测到一对伽玛光子 (这也称为一个事件) 都涉及

到两个探测器。这两个探测器确定一条直线，这就不需要使用准直器来确定

方向了。把这些事件所对应的直线按一定的法则进行分组排列，就可构成所

需的成像几何构形。通常，这些直线按照平行法则进行分组。图4.14显示了

平行光束 扇形光束 

用平行光束准直器
用扇形光束准直器 

用锥形光束准直器 用针孔准直器 
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三组不同的平行的事件直线。我们也可以不把事件分组，而直接地把每一个

事件的方向和位置记录下来，英文叫 List Mode (列表模式)。 

 
图 4.14 PET的数据可以重组为不同方向的平行光束。 

图4.15显示了一个典型的 SPECT 图像和一个典型的 PET 图像。人们可以

注意到，X光CT的图像具有最高的分辨率和最低的噪声。SPECT 图像具有

最低的分辨率和最大的噪声。图像的质量效果是与接收到的放射性光子的总

数成正比的。 

 
图 4.15   SPECT 的心脏图像和 PET 的身躯图像。PET 的图像是用反灰度显

示的 (所谓反灰度是用黑色表示大值，白色表示小值)。 

SPECT

PET
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4.3 发射型断层成像的衰减修正 

无论是 SPECT 还是 PET，在发射型断层成像的过程中，伽玛射线的光子

是从病人体内发射出来的。并不是所有已经发射的光子都可以从病人体内逸

出，有的光子在人体内部传播时就被衰减掉了。这个体内的衰减现象也服从

第4.1节中提到的比尔定律。 
 
对于 PET 来说，要用两个探测器同时检测的方式来检测一个事件。成功

地检测到了一个事件，说明两个探测器同时各检测到了一个能量为 511 keV
的光子。让我们考查一下图4.16的情形。伽玛射线的光子对在一个非均匀的

媒介中发射并传播。光子要达到第一号探测器，需要经过衰减路径 L1。其衰

减因子可由比尔定律确定。我们象征性地把这个衰减因子记为 ∫−
1

)exp(
L

µ 。

同样地，衰减路径 L2 的衰减因子记为 ∫−
2

)exp(
L

µ 。衰减因子是 0 和 1 之间的

一个数值，你可以把它想象为一个概率。一对光子被两个探测器用同时测到

的概率是其中一个光子被第一号探测器测到的概率与另一个光子被第二号探

测器测到的概率的乘积。所以，总的检测概率 (即总的衰减因子) 是 
 

∫∫∫∫ −=−=−×−
+ LLLLL

)exp()exp()exp()exp(
2121

µµµµ 。  

 
由此可见，总的衰减因子是由整条衰减路径确定的，与伽玛射线光源在

该路径上的具体位置无关。 
 

 
 

图 4.16  PET 投影数据的衰减是总路径 L = L1 + L2 的衰减所致。 

为了对 PET 的测量数据做衰减修正，需要用透射源 (X光光源或伽玛光光

源均可) 来对物体媒介做个透射扫描。用这个透射扫描的测量值和比尔定律

就可算出总的衰减因子 ∫−
L

)exp( µ 。 

L

1γ
2γ

1L
2L

探测器 1 探测器 2 
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经衰减修正后的 PET 的数据才真正是放射性物质在人体内部分布图的线

积分 (也称作射线和)： 
  

×= ∫
),(
)exp(),(

θ
µθ

sL
sp [沿路径 L(s, θ) 所测的 PET 的数据]， 

 
式中，衰减因子的倒数被用来补偿光子在人体内部的衰减。对于 PET 成
像，没有必要先重建一个衰减系数的图像来修正衰减的效应。 

 
要想对 SPECT 数据做衰减修正，情况要复杂得多，也许，直接对SPECT

数据做衰减修正根本不可能。这是因为在 SPECT 成像的过程中一个事件是

指测到了一个伽玛光子 (图 4.17)。 在光源的位置不知道的情况下，想要对 
SPECT 数据做数据做衰减修正是件十分困难的事。我们还不知道如何象对 
PET 的投影数据进行修正那样对 SPECT 的投影数据进行修正。但是，对 
SPECT 衰减效应的补偿可以在图像重建的过程中进行。 

 

 
图 4.17  在 SPECT 成像过程中，衰减的影响是不同长度的衰减路径的混合效应。 

对于 SPECT 图像的重建，如果衰减媒介是均匀的 (即物体内的衰减系数 µ
是个常数值)，图像重建的 FBP (先滤波后反投影) 算法与通常的对与没有经

过衰减的投影数据所适用的 FBP 算法差不了太多。物体内的衰减系数 µ 是
个常数值时,由 Tretiak 和 Metz 提出的具有衰减补偿功能的 FBP 算法是由以

下三个步骤组成： 
 

(i) 先对所测到的投影数据 p(s, θ) 乘以 eµd(s, θ)，式中 d(s, θ) 的定义

由图 4.18给出。 
(ii) 利用带缺口的斜坡滤波器 (图 4.19) 对预先处理过的数据进行滤

波。 
(iii) 对数据做加权反投影。其权重因子是个指数函数 e-µ t，式中 t 在

图4.20中做了定义，t 的值取决于重建点的位置和反投影角度 θ
。 

1L

2L

21 γγ +

探测器 
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图 4.18 从均匀的衰减媒介的边界到平行于探测器的中线的距离记为d(s, θ)。所谓中线是指

过旋转中心的直线。 

 

图 4.19 对均匀衰减的拉东变换做图像重建时要用到的滤波器传递函数是个带缺口的斜坡

函数。所谓传递函数就滤波器在傅里叶变换域中的函数表达形式，其傅里叶反变换就是卷

积核。 

π
µ

2
−

ω
0

)(ωµH

π
µ

2

)( θs,p
s

µ
θ

x
)( θs,dθ

ys

探测器 
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图 4.20 从重建点到平行于探测器的中线的距离记为t 。 

与 µ = 0 的情形相仿，带缺口的斜坡滤波可以分解为求导数运算和做带缺

口的希尔伯特变换。在空间域中，希尔伯特变换是以 1/s 为卷积核的卷积。

而带缺口的希尔伯特变换是以 (cosµs)/s 为卷积核的卷积。 
 
在傅里叶反变换域中，带缺口的希尔伯特滤波函数显示在图 4.21中的等

式 的 坐 端 。 余 弦 函 数 可 以 分 解 为 两 个 指 数 函 数 之 和 

2/)()cos( sisi ees µµµ −+= 。傅里叶变换有个重要的性质：在空间 (s) 域中乘以

eiµs相当于在傅里叶变换 (ω) 域中平移 µ/(2π)。所以，(cosµs)/s 的傅里叶变换

是 1/s的傅里叶变换的两个朝相反方向平移后的版本叠加。这两个版本分别

向左和向右平移了 µ/(2π) (图 4.21)。 
 

),( θsq

µ
θ

t

s

x

y

θ

探测器  

重建点 
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图 4.21 带缺口的希尔伯变换的传递函数可以分解成两个平移过的希尔伯变换的传递函数

之和。 

如果衰减系数 µ 是非均匀的，FBP 型的图像重建算法还是存在的，但其

表达式比较复杂，在下一节中我们将对它做个简要介绍。 

4.4* 数学表达式 

现在，我们不加证明地给出在均匀的衰减媒介中做SPECT图像重建的有

衰减修正功能的 FB P算法。这个算法在第4.3节中已经做了大致的介绍。我

们记做了预处理的数据为 ),(ˆ θsp ，那么 ),(ˆ θsp  与原本图像  f(x, y) 关系是它

的加权投影，犹如探测器放在了中线上： 
 

dttsfesp t )(),(ˆ ⊥
∞

∞−

+= ∫ θθθ µ vv
。 

 
式中的一些符号可参照第1.5节中的定义。下面的 FBP 算法用求导和带缺口

的希尔伯变换来滤波，然后做加权的反投影： 
 

π
µ

2
−

i

π
µ

2

2
1

ω

ω

ω
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θθ
θθ

θθµ
π

π
θθµ dsd

s
sp

yxs
yxseyxf yx

∂
∂

−−
−−

= ∫ ∫
∞

∞−

+−− ),(ˆ
sincos

))sincos(cos(
4

1),(
2

0

)cossin(
2 。  

 
重建 SPECT 数据并同时做均匀的衰减修正还有其它的算法。我们还可以

用交换次序的拿手把戏来创造出新的算法。例如，我们可以先求导，紧接着

做反投影。这两步会给我们一个半成品的重建图像 ),(ˆ yxf 。这个半成品的

重图像 ),(ˆ yxf 与原本图像 f(x, y) 有着紧密的关系： 

 

x
xyxfyxf )cosh(),(),(ˆ µ

∗= ， 

 
式中，逐行做的一维卷积只在 x 方向进行。对这个式子做反卷积来求 f(x, y) 

并不容易。这是因为当 x 趋于无穷大时，函数 
x

x)cosh(µ
 也趋于无穷大。不

可能找到一个函数 u(x) 使得 
  

x
x

xux
)cosh(

)()(
µ

δ ∗=  

 
能在整个 ∞<<−∞ x 范围内都成立。但是，要找一个函数 u(x) 使得上面这

个等式只在一个小区间，比如，(-1, 1) 区间，上成立还是可能的。在这个小

区间之外就不对 
x

x
xu

)cosh(
)(

µ
∗  下任何定义了。虽然在理论上这并不是一个

很理想的解决方案，但是在实际的图像重建中它还挺管用。这是因为我们所

感兴趣的物体都是局限在一个小的有限范围内的。即使做了这样一个让步，

我们目前还是没有找到这样一个函数u(x)的闭合形式的表达式，还只能用数

值运算的方法来解决 
x

xyxfyxf )cosh(),(),(ˆ µ
∗=  的反卷积问题。 

 
这个先求导再做反投影最后做反卷积的算法有个特别的用处，它可以用

于使用被截断的数据来精确地重建 ROI。 
 
在非均匀的衰减媒介 µ(x，y) 中做 SPECT 成像，若需要做衰减修正，就

得在做发射型扫描之外另做一个透射型扫描。透射型扫描的投影数据要用来

重建一个衰减系数图像 µ(x，y)。这个衰减系数图像将被用在 SPECT 的图像

重建中作衰减修正之用。下面的式子是个具有非均匀衰减补偿功能的 
SPECT 图像重建算法： 
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式中，Re 表示取实数部分，p(s, θ) 是测量到的被衰减的投影数据，

θθ sincos yxs += ， θθ cossin yxt +−= ， τθτθµθ dstsa
t

)(),( ∫
∞

⊥+=
vv

，

),]()[(
2
1),( θµθ lisg HRR += ， 1−=i ， R  是拉东变换算子，以及 H 是对

于变量 l 的希尔伯特变换算子。这个算法是分别由 Novikov 和 Natterer 独立

提出来的。该算法的表达式看上去令人眼花缭乱，其实它也算是个 FBP 算
法，只是其滤波步骤比较麻烦，不是一个简单的卷积。 

4.5 例题 

例题 1 在医院里我们看到的X光 CT 图像是病人体内的线性衰减系数的分

布图吗？ 
 
答案 
 
确切地说，不是。我们看到的衰减系数只是个相对衰减系数值。叫做 CT 

值。所谓 CT 值是用水的衰减系数 µ水 作为参照值定义的： 
 

CT 值       h = 
水

水

µ
µµ −

×1000 。 

 
CT 值的单位是 HU（即 Hounsfield Unit，韩森费尔德单位，韩森费尔德是

CT的发明者)。对于水，h = 0 HU。对于空气，h=-1000 HU。对于骨头，h = 
1000 HU。 

 
例题 2  如图4.19所示，低于 µ/(2π) 的频率分量在图像重建中都被丢弃

了。这怎么能重建图像中的低频分量呢？ 
 
答案 
 
Inouye 在他 1988 的文章中推导出了一个具有复数频率的中心切片定理，

把经过衰减的投影数据与原本物体在傅里叶变换域中联系了起来。他提出了

“虚数”频率的概念。 这个虚频率就是衰减系数。我们注意到在空间域里

频率与衰减系数的单位（1/cm）是一样的，所以，把衰减系数视为一种频率
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是合理的。这样一来，在空间域里的衰减效应在频率域里则等价于对“频

率”的位移。在经过衰减的投影数据中，频率分量向高频方向移动了 
µ/(2π)。所以，在重建图像只考虑 µ/(2π) 以上的频率分量并不会造成信息损

失。 
 
我们还可以用 Bellini  的结果来解释这个现象。设无衰减的拉东变换为 
 

∫
∞

∞−

⊥+= dttsfsp )(),( θθθ
vv

， 

 
而指数型拉东变换为 

 

dttsfesp t )(),(ˆ ⊥
∞

∞−

+= ∫ θθθ µ vv
。 

 
指数型拉东变换就是经过衰减的投影数据 ),( θsp  乘以 ),( θµ sde 的结果。 

 
我们下面分别对  ),( θsp  和  ),(ˆ θsp  做二维傅里叶变换，并分别得到 

),( kP ω  和 ),(ˆ kP ω 。Bellini 给出了 ),( kP ω  和 ),(ˆ kP ω  之间的关系： 

 

),))2/(((ˆ
))2/(())2/((

),( 22

22

2

kPkP

k

πµω
πµπµω

ωω +⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

++
=   

对 0≥ω  和 0≥k 时成立。 

 

 

这个关系暗示了经过衰减后频率 ω 平移到了 22 ))2/(( πµω + 。 

 
例题 3 考虑一个二维的 PET 成像问题（见图 4.22），其中被成像的物体

由 R1 和 R2 两部分组成。放射性物质在 R1 内的密度为 ρ1，在 R2 内的密度为 
ρ2。这两个部分的衰减系数均为 µ。试求 PET 的同时检测的投影值 p 和经衰

减修正后的值 pc。 
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图 4.22  这两个区域中的放射性物质的密度不同。 

解 
 
PET 的同时检测的投影值是  
 

)(
2211

21)( LLeLLp +−+= µρρ 。 

 
经衰减修正后的值  
 

2211 ρρ LLpc += 。 

4.6 小结 

• X光 CT 的工作原理是比尔定律。必须把 CT 测到的数据取对数才可

得到线积分数据。 
 

• PET 和 SPECT 都可直接测量线积分数据。但是，这些测量值受到了

病人身体对光子衰减的影响，而使线积分的值不准确。 
 

• PET 数据光子衰减的修正可以通过对数据乘以一个修正因子来完

成。这个修正因子是通过透射型投影数据算出来的。 
 

• SPECT 数据光子衰减的修正要困难得多，不可以通过对数据乘以一

个修正因子来完成。衰减的修正只能在做图像重建的同时一起做。

对于均匀的和非均匀的衰减媒介都有精确的 FBP 图像重建算法。但

对于非均匀的衰减媒介，其 FBP 重建算法相当繁琐，实现起来很麻

烦。 
 

• 阅读完本章后，读者至少要能区分什么是透射型断层成像与什么是

发射型断层成像，并能理解 PET 和 SPECT 的衰减有什么不同。 

2ρ

1L
2L

1ρ
µ µ探测器 1 探测器 2 

R2 R1 
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第5章 三维图像重建 

5.1 平行的线积分数据 

在不少情况下，一个三维图像的重建可以分解成一系列逐层做的二维图

像重建。只有当投影射线可以按层分组，而每一组里的投影射线都必须局限

在该层所在的与旋转轴垂直的二维平面里的特殊情况下(图 5.1 左)，这个三

维图像重建转为二维图像重建的方法才可行。 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 5.1 测量到的投影射线有的局限于与旋转轴垂直的平面内，而有的与这些平面成一个斜

角。 

但在其他情形，投影射线却穿过那些与旋转轴垂直的平面 (图5.1中和右

)。此时，三维图像的重建就不能简化为逐层地做二维图像的重建。 
 
二维平行光束图像重建的理论基础是中心切片定理 (见第2.2节)。利用平

行光线做三维成像的中心切片定理可以这样叙述：三维函数 f(x, y, z) 的投影 

),,( θ
v

vup  之二维傅里叶变换 ),,( θωω
v

vuP 等于函数 f(x, y, z) 的三维傅里叶变

换 F(ωx, ωy, ωz) 沿与探测器平行的方向过原点的片段 (图 5.2)。这里 θ
v

 是 u-v 
平面和 ωu-ωv 平面的法线方向。 
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图 5.2  三维线积分投影成像的中心切片定理。 

根据这个中心切片定理，我们能找到一些 θ
v

 的轨迹以使傅里叶空间中的

每一点 (ωx, ωy, ωz) 上的值都能被测到。图5.3给出了一个满足要求的 θ
v

 的轨

迹。这个轨迹是一个大圆。 所谓大圆，是指在单位球面上的一个半径为一

的圆圈 (图 5.4)。大圆上的每一个单位向量  θ
v
都对应于一个傅里叶空间 (ωx, 

ωy, ωz) 中的一个投影测量平面 ),,( θωω
v

vuP ，θ
v

 是该平面的发向量。当向量  

θ
v
在大圆上扫过一周后，投影测量平面 ),,( θωω

v
vuP 就会扫满所有傅里叶空

间中的点 (ωx, ωy, ωz)。其实，由于对称性，当向量 θ
v

 在大圆上扫过半周

后，一组完整的数据就都测到了。 
 

),,( zyxf ),,( zyxF ωωω

u

xω

yω

zω

v

x

y

z

),,( θωω
v

vuP

),,( θ
v

vup

θ
v

uω

vω

θ
v

二维傅里叶变换 

u-v 平面的 
法线方向 

ωu-ωv 平面的 
法线方向 

三维傅里叶变换 

物体 

探测器 

F(ωx, ωy, ωz) 的

一个中心切片 
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图 5.3  一个测量方向确定傅里叶空间中的一个测量平面。测量方向的轨迹是个大圆就意味

着可以测量到整个傅里叶空间的数据。 

 

 

 

 

 

 

 

图 5.4 大圆是指单位球面上的单位圆。  

x

y

z

θ
v xω

yω

zω

x

y

z

θ
v xω

yω
zω

一个方向 三维傅里叶空间的一个平面 

三维傅里叶空间 一个大圆轨迹 

大圆 

非大圆 

单位球面 

半径 = 1 



96   第5章 三维图像重建 

把上面这个例子推广一下， 就是著名的沃尔洛夫条件：把平行光束的方

向记为 θ
v
，把单位向量 θ

v
 的轨迹记为 Ω。如果单位圆上的每一个大圆都与

Ω 有交点，那么就可以获得一组完整的数据。图5.5给出了一些单位向量 θ
v

的轨迹（涂色的区域为轨迹 Ω ）的例子。前三个例子满足沃尔洛夫条件，

而后两个例子不满足。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 5.5 方向向量的轨迹用涂色的区域来标示。第一行是满足沃尔洛夫条件例子。第二行是

不满足沃尔洛夫条件例子。 

图像重建算法取决于方向向量 θ
v

 的轨迹的不同而不同。下面我们介绍一

下最基本的图像重建算法的推导原则. 

5.1.1 先反投影后滤波算法 

如果测到了一组完整的数据，一个三维图像是可以精确地重建出来的。

与二维图像重建一样，我们在做图像重建时，可以先做反投影，也可以最后

做反投影。如果是先做反投影，就可得到一个先反投影后滤波的算法。下面

就介绍以下这个算法的步骤。 
 

(i) 对于空间中的任意一点，求其投影/反投影的 PSF （点扩散函数） h (PSF 
的定义见图 3.2)。设原本图像为 f(x, y, z)，对未滤波的数据做反投影得到的

图像是 b(x, y, z)，那么，这两个图像的关系就是  
 

hfb ∗∗∗= ， 
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式中 “ ∗∗∗ ” 表示三维卷积。例如，如果方向向量θ
v
的轨迹是整个单位球面

（见图 5.5第一行最左边的图），其相应的点扩散函数 h 是 
 

2222
11),,(
rzyx

zyxh =
++

= , 

 
式中，r 是到点源的距离。在二维成像的时候，投影/反投影的 PSF 是 1/r。
这说明三维的 PSF 比二维的 PSF 更为尖锐，当 r 增大时三维成像的 PSF 比
二维的 PSF 趋于零更快些。 

 
(ii) 对关系式 hfb ∗∗∗=  的两端求三维傅里叶变换，得到 

 
),,(),,(),,( zyxzyxzyx HFB ωωωωωωωωω = 。 

 
 

做了傅里叶变换之后，b，f，和 h 分别变换成 B，F，和 H，而卷积变成

了乘积。如果我们再次用图  5.5 第一行左图的情形为例，其  PSF   
2/1),,( rzyxh = 的傅里叶变换（即传递函数）H 为 

 

222
),,(

yyx

zyxH
ωωω

πωωω
++

= 。 

 
这样，我们就可以用三维的斜坡滤波函数 
 

π

ωωω

ωωω

222

),,(
1 yyx

zyxH

++
=  

 
来对这个特例做图像重建。 

 
将函数 F 从 ),,(),,(),,( zyxzyxzyx HFB ωωωωωωωωω = 解出，我们得到 

 

π

ωωω
ωωωωωω

222

),,(),,(
yyx

zyxzyx BF
++

= 。  

 
最后, 对 F 做三维傅里叶反变换就可得到重建的图像。 
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一般来说，三维线积分数据是高度冗余的。因为我们可以用不同的方式

来对冗余的数据进行加权处理，所以三维线积分数据的图像重建算法并不唯

一。 

5.1.2 先滤波后反投影 FBP 算法 

在先滤波后反投影算法中, 首先要把投影数据 ),,( θ
v

vup 进行二维滤波（或

二维卷积），得到 ),,( θ
v

vuq 。然后对滤波后的数据 ),,( θ
v

vuq 做反投影，从而

得到重建的图像 f(x, y, z)。 
 
由于数据是冗余的，这个二维滤波器不是唯一的。一般来说，在不同的

方向θ
v
上这个二维滤波器也不一样。为了找到这些二维滤波器，一种方法是

利用中心切片定理算出傅里叶变换域中的滤波函数（即传递函数）。 
 
在前面的第5.1.1节中，我们知道如果投影/反投影的 PSF 是 h(x, y, z)，则

其傅里叶变换就是 ),,( zyxH ωωω 。令 ),,(/1),,( zyxzyx HG ωωωωωω = ，那么 

G 就是先反投影后滤波图像重建算法中的傅里叶变换域中的滤波函数。在得

到了 ),,( zyxG ωωω 之后，要找投影数据 ),,( θ
v

vup 需要用的二维滤波器，只

需在方向θ
v
上对 ),,( zyxG ωωω 做中心切片即可（图 5.2）。 

5.2 平行的面积分数据 

在三维成像中，对三维物体 f(x, y, z) 做的平行的面积分 ),( θ
v

sp 称为拉东变

换（图 5.6）。在二维成像中，拉东变换是对二维物体 f(x, y) 做的平行的线

积分 p(s, θ)。一般来说，对 n 维物体 f 做的平行的 (n-1) 维超平面积分统称为

拉东变换。另一方面，对于任何维数的物体 f 做的平行的一维积分可叫作线

积分（line integral），射线和（ray-sum），X光变换（X-ray transform），

或射线变换（ray transform）。在二维成像中，拉东变换和X光变换是一回

事。 
 

与线积分数据不同，面积分数据在医学成像中并不常见。不管怎么说，

三维成像中的拉东变换还是值得花时间讨论的。这是因为它的反演公式既简

单又漂亮，而且还可以用于解决相关的成像问题。 
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图 5.6 在三维成像中，对三维物体面积分就是物体的拉东变换。 

为了研究三维的拉东变换，我们可以设想有一个一维的探测器，它能测

量到物体的面记分，其积分平面与这个一维探测器垂直。这个一维探测器的

轴线方向记为θ
v
。在三维成像中拉东变换的中心切片定理可做如下叙述：三

维函数 f(x, y, z) 的投影 ),( θ
v

sp  之一维傅里叶变换 ),( θω
v

P 等于函数 f(x, y, z) 

的三维傅里叶变换 F(ωx, ωy, ωz) 沿与探测器平行的方向过原点的一维片段 (

图 5.7)。这里，θ
v
是一维探测器的轴线方向，也是在傅里叶空间 (ωx, ωy, ωz)

中一维“切片”的方向。 

 
图 5.7 三维拉东变换的中心切片定理。 
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从图5.7中我们注意到，每一个探测器的方位θ
v
只能在傅里叶空间 (ωx, ωy, 

ωz) 中测到沿着θ
v
方向的一条线。要想获得足够的数据来做图像重建，必须

使探测方位θ
v
扫满半个单位球面。当数据准备好了以后，三维拉东变换的图

像重建算法相当简单，可以用先滤波后反投影的方法来做。这个先滤波后反

投影的算法通常被称为拉东反演公式。 
 
三维拉东变换的图像重建是这样实现的。首先对一维数据 ),( θ

v
sp 以 s 为

变量求二阶导数。这一步叫滤波。随后把滤波后的数据反投影到三维空间，

就得到了重建的图像了。你也许再也找不到比它更简洁的图像重建算法了。 
 
下面介绍一个计算量小的三维反投影方法。这个方法只适用于拉东数

据。拉东数据反投影的目的是把探测器上的一个点的值放到该点所在平面上

的每一点，这个平面与一维探测器的轴线方向垂直。若直接按定义实现这个

反投影过程，计算量是比较大的。要想减少计算量，窍门是把三维的拉东反

投影分成两步来做，其中每一步都是一个二维的拉东反投影。第一步，把一

个点反投影成一条线（图5.8(i)）。探测器上所有的点经过第一步的反投影

变成一组平行的直线，而这些直线都在同一个平面内。在第二步中，每一条

线经过反投影变成一个二维平面（图5.8(ii)）。在这两个步骤中，反投影的

方向是互相垂直的。 
 

 
 

 

图 5.8  三维拉东反投影可分为两步来实现：第一步是点变成线，第二步是线变成面。 
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5.3 锥形束数据 

利用锥形束成像十分常见，比如，X光 CT 和针孔 SPECT 成像都是锥形

束成像。与三维线积分和三维面积分的数据做图像重建相比，锥形束数据的

图像重建要困难得多。对于锥形束数据成像，我们还没有找到相应的中心切

片定理。下面我们要花相当的篇幅来讨论它的重建方法。 
 
锥形束数据的图像重建是个很新的学科，它的理论研究的先驱者们至今

还朝气蓬勃地在科研的第一线上工作。在这方面有卓越贡献的第一人，是个

柬埔寨裔学者 Tuy。前些年笔者见到他时，他正在中国做 CT 方面的工作。

1983 年 Tuy 发表了一篇文章。文章中有一个引理把“延伸”后的锥形束数

据的三维傅里叶变换与物体本身的三维傅里叶变换的一个变形联系了起来。

这个引理的理论价值几乎等同于“锥形束的中心切片定理”。Tuy 的文章还

提出了锥形束数据的数据足量条件，这个条件在锥形束成像领域里是家喻户

晓的。Tuy 条件可以叙述为：每一个与物体相交的平面都必须包含至少一个

锥形束的焦点位置。这个条件与扇形束的数据足量条件差不多：每一条与物

体相交的直线都必须包含（至少）一个扇形束的焦点位置。 
 
在图5.9中锥形束的焦点轨迹是一个圆圈，这个轨迹不满足 Tuy 条件。这

一点很容易验证。我们在轨道平面的上方或下方画一个切割物体平面，当这

个平面与轨道平面平行时，这个平面就永远不会与扇形束的焦点的轨道相

交。另一方面，图5.9中的螺旋轨道和圆圈加直线轨道就满足 Tuy 条件，并

可以用于采集锥形束投影数据来精确地重建图像。 
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图 5.9 圆圈轨道不满足 Tuy 条件。圆圈加直线轨道和螺旋轨道则满足 Tuy 条件。  

5.3.1 Feldkamp 算法 

Feldkamp 的锥形束图像重建算法是专门为锥形束的圆形焦点轨道而设

计，由 Feldkamp，Davis，和 Kress 三人共同发表的。这是算法是个先滤波

后反投影 FBP 算法， 而且使用起来很方便。由于圆圈轨道不满足 Tuy 条
件，Feldkamp 算法只能提供一个近似的重建图像。在重建的图像中，可以

看到伪影。特别是在远离轨道平面的区域，伪影表现得更明显。这些伪影可

以表现为图像上数值的偏低，层与层间的图像的互串，和在物体的边缘外围

出现负值等等。 
 
Feldkamp 算法的优点是实用与稳定。当锥形束的锥形张角比较小（比

如，小于10º）时，Feldkamp 算法重建出的图像还是不错的。在轨道平面

上，这个算法是个精确的，因为这时候 Feldkamp 算法退化成为一个经典的

扇形束的 FBP 算法。如果物体在转轴方向是个常数（比如， 物体是个高高

的柱子），Feldkamp 算法的重建图像也是精确的。 
 

旋转轴

探测器

圆圈轨道 

焦点 
不满足Tuy条件 

物体 

物体 

满足Tuy条件 满足Tuy条件 
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Feldkamp 锥形束算法（在第5.4节中还要继续讨论）其实就是从扇形束的

FBP 算法（见第5.4.1节）做点修改得到的。Feldkamp 算法分下面几个步骤: 
 
(i) 对投影数据做预处理，即乘以一个余弦函数cos α（角度α的定义见图 

5.10）。 
(ii) 对预处理过的数据逐行地做一维的斜坡滤波。 
(iii) 把滤波后的数据做锥形束的加权反投影。反投影中的权函数取决于重

建点到焦点的距离。 
 

 
 

图 5.10  锥形束图像重建算法的坐标系。 

5.3.2 Grangeat 算法 

Feldkamp 算法的思路是把锥形束图像重建的问题转变为扇形束图像重建

的问题。而 Grangeat 算法则是把锥形束图像重建的问题转变为三维拉东变换

的问题（见第5.2节），并且用拉东反演公式来重建图像。Feldkamp 算法是

基于圆圈轨道来考虑的。而 Grangeat 算法则可应用到任何一个轨道上去。如

果所用的轨道满足 Tuy 条件的话，Grangeat 算法可以给出精确的重建图像。 
 

α

滤波直线

数据点 

重建点 

沿这条线做反投影 

焦距D 
半个锥形张角 
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Grangeat 是个法国人，Grangeat 算法是他的博士论文。Grangeat 算法的第

一步是从锥形束的线积分数据创造出面积分来。其作法是在二维的锥形束探

测器上画很多的直线，然后沿这些直线对数据做线积分（图 5.11）。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 5.11 在锥形束的探测器上沿着直线做积分就可得到物体的加权的面积分。  

我们发现这样得来的面积分并不是物体真正的面积分，而是加权的面积

分，其权函数为 1/r。 这里，r 是物体到锥形束的焦点的距离。要得到真正

的面积分，必须想办法去掉这个 1/r  权因子。 
 
从图5.12中我们发现，角度的微分 dα 与距离 r 的乘积等于在切线方向上

的微分 dt：r dα = dt。如果我们对 1/r 加权过的面积分对角度求导数，就会

产生出一个因子 r 来抵消权因子 1/r。这个总效果就是不加权的面积分在切

线方向上的导数。这个切线方向也就是平面的法线方向。用数学语言来表

述，就是 
 

t
r

∂
∂

=
∂

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∂
)transformRadon(

intrgralplaneweighted1

α
。 

 

 
别忘了，拉东反演公式是沿t的方向对面积分求二阶导数然后再做三维的

拉东反投影。我们已经有了对面积分求的一阶导数，再求一个一阶导数就得

到二阶导数了。所以，锥形束图像可以按下面的方法来重建: 
 

(i) 在每个探测器平面上，算出所有可能的线积分（图 5.11），包

括所有的方向和所有的位置。这就得到了很多以 1/r 加权的面积

分。 
(ii) 对第(i)步的结果以角度为变量求导数。 

探测器上的积分直线 

探测器 焦点 
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(iii) 把第(ii)步的结果嵌入拉东空间 ),( θ
v

s （图 5.6）。 

(iv) 对第(iii)步的结果沿平面的法线方向t求一阶导数。 
(v) 做三维拉东反投影（图 5.8）。 
 

 

 
图 5.12 在切线方向上的微分 dt  等于角度的微分 dα  乘以距离  r。 

我们现在要对第(iii)步做进一步的解释。对于一个实际的焦点轨道，数据

被嵌入到拉东空间 ),( θ
v

s 后，拉东空间的采样一般来说是不均匀的。冗余的

数据需要做适当的加权处理。例如，如果拉东空间的某一点 ),( θ
v

s 被测到了 

3 次，这个数值就需要除以 3。 
 
Grangeat 算法不是一个 FBP（先滤波后反投影）算法，因为它需要对数据

进行嵌入重排。这个嵌入重排步骤需要用到插值运算, 而插值运算会引入比

较大的误差。 

5.3.3 Katsevich 算法 

Katsevich 是个俄罗斯裔的年轻数学家。他在本世纪初提出了锥形束图像

重建的一个精确的 FBP 算法。当时引起了很大的轰动。Katsevich 锥形束算

法最初是为螺旋轨道“量身订造”的。后来 Katsevich 锥形束算法被推广到

了其它更一般的锥形束焦点的轨道上去了。Katsevich 算法是个真正的 FBP
（先滤波后反投影）算法。其滤波是移动不变的，也就是滤波器函数与重建

点的位置无关，因而可以用卷积来实现。 这里用的反投影是真正的锥形束

反投影。而在 Grangeat 算法中的反投影是拉东反投影。 
 

αd
r

r

dt

αd dt

焦点 
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用如图5.9所示的螺旋线轨道来做锥形束成像满足 Tuy 的锥形束数据足量

条件。数据是够了，但现在的主要问题是恰当地对数据做归一化处理并找到

一个有效的锥形束 FBP 算法来做图像重建。Katsevich 在解决这个问题时提

出了一些限制条件。 
 
可以证明，对于螺旋线轨道所包含的体积内的任意一点（x, y, z），存在

唯一的一条过点（x, y, z）直线线段，其两端都接触到螺旋线轨道，而且这

两个触点之间小于一个螺距。在图5.13中这两个触点记为 sb 和 st。这个特殊

的直线线段叫 π 线段（或 π 直线）。Katsevich 的第一个限制条件是若要对

点（x, y, z）做图像重建，只能用在 sb 和 st 之间采集到的锥形束投影数据。 
 

 
图 5.13 在螺旋线的内部任何一点 (x, y, z) 刚好存在一条 π 线段。 

Katsevich 的第二个限制条件是滤波方向要经过精心地挑选。对冗余数据

的归一化处理是靠巧妙地利用特定的滤波方向完成的。为了看清楚冗余数据

的问题，让我们考查三个锥形束图像重建的情形：（a）数据足够，但无冗

余数据；（b）数据不够；（c）数据足够，而且有冗余。 
  

 
(a) 锥形束的焦点轨道是个圆弧 (即一个不完整的圆)。要重建的物体是轨

道平面上一个点。这个点在圆弧的两个端点的连接线上。这条连接线正好是

图像重建点的 π 线段。在这个特例中，整个物体就是这么孤零零的一个点，

用锥形束在一个焦点位置对这个点的测量很容易地就可以得到这个点在多个

方向的面积分。这些“面”都包含着焦点与重建点的连接线。当锥形束的焦

点跑遍整个圆弧后，这个点的所有面积分都测到了。我们来回顾一下拉东变

换的中心切片定理：精确的图像重建要求能测到所有方向θ
v
（图 5.14 上

图）上的面积分。 
 
 
 
 
 
 

),,( zyx

bs

ts

π 线段 
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图 5.14 上图：在固定的一个锥形束焦点的位置，所有方向向量汇总成一个单位圆。每个

方向向量代表一个测到的面积分。这个单位圆所在的平面与连接焦点和重建点的直线相垂

直。下图：当焦点扫过整段弧线后，所有方向向量就汇总成一个单位球面。 

单位向量θ
v
在与轨道平面相垂直的一个平面上汇成一个圆圈（我们就称

它为θ
v
圆好了），这个含有θ

v
圆的平面还与连接重建点和焦点的直线相垂

直。这样一来，弧线轨道上每个焦点位置都对应一个θ
v
圆。让焦点跑遍整个

θ
v

θ
v

θ
v

θ
v

θ
v

轨道平面 

焦点 

重建点 

轨道 

θ
v
球面 
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弧线轨道，那么所对应的θ
v
圆就会汇总成一个球面，我们把它叫θ

v
球面（图 

5.14 下图）。 
 
(b) 如果用与(a)中相同的弧线轨道，而且被成像的物体仍然是一个点，但

是这个点的位置有所不同。这个点现在是放在轨道平面的上方。在这种情况

下，数据就不够了。如果在每一个焦点位置上画一个θ
v
圆，这个θ

v
圆会有一

个倾斜的角度。即使让焦点跑遍整个弧线轨道，所对应的θ
v
圆的汇总不再是

一个完整的球面了。球面北极圈和南极圈都没有覆盖到（图 5.15）。 
 

 
 

图 5.15  如果重建点在轨道平面的上方，把所有的方向向量汇总在一起也不能覆盖整个单

位球面。  

(c) 现在我们考虑一个螺旋线轨道。物体还是一个点。这个点是放在螺旋

线所包围的体积的内部。我们首先找到这个重建点的 π 线段，和这个 π 线段

的两个端点。图 5.16显示的是这两个端点之间那一段螺旋线。 
 

 
图 5.16  对螺旋线轨道来说, 被测到的方向向量布满整个单位球面。而且南极和北极有个小

区域被覆盖（即测量了）三次。 

如图5.16所示, θ
v
球面是完完整整地测量到了。事实上，θ

v
球面被过分地

覆盖了。在靠近南极和北极的地带有个看起来像个小三角形的区域被测量了

三次。我们再从另一个角度来看这个问题。过重建点画一个平面。在大多数

ts

bs
π 线段 

重建点 

螺旋线轨道 
螺旋线轨道 

θ
v

θ
v
球面 

轨道平面
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情况下，该平面与我们所截下来的这一段螺旋线相交于一个点。可是， 仍
有小小的概率（这个概率并不是零）使该平面与我们所截下来的这一段螺旋

线相交于三个点。这可以从图 5.17所示的侧视图清楚地看到。该平面与这一

段螺旋线之间的其它情形，发生的概率是零。（这里我们用的概率一词并不

十分准确，因为我们不是在讨论一个随机事件。用数学里的测度一词来描述

要准确些。） 
 
当一个平面与焦点轨道相交三次时，我们必须设计出一个恰当的权函数

对所测数据做加权和归一化处理。对每一个测量方向来说，总的加权函数的

和应该等于 1。常识告诉我们，为了降低噪声，我们应该利用所有测到的数

据， 对所有的数据求加权和。对冗余的数据来说，权函数要与数据的噪声

方差成反比。可是，要想推导出一个图像重建的 FBP 算法，并要求滤波是

移动不变的（即可以用求卷积来实现），我们的奢侈不能太多，只好忍痛割

爱，实行“方便”的加权，而不是最佳的加权方案。 
 
在 Katsevich 算法中，测量值被赋予的加权值要么是 +1 要么是 -1。如果

一个平面只被测到了一次，我们必须保证它所赋予的加权值是 +1。如果一

个平面只被测到了三次，我们必须保证其中两次所赋予的加权值是 +1，其

中一次所赋予的加权值是 -1。换句话说，三个数据中，我们要仍掉两个，只

用其中一个。这的确令人痛惜。关于加权与滤波方面进一步的讨论，我们将

在下一节中继续进行。 

 
图 5.17 π 线段截出螺旋线中的一段供重建使用。过重建点的平面叫切割平面。切割平面

与所截出的螺旋线要么相交一次，要么三次。  

Katsevich 算法中，加权归一化是靠合理地选择滤波方向来决定的。这里

的滤波是特指希尔伯特变换。假设滤波方向和归一化加权等问题都已经解

决，Katsevich 算法的实现步骤如下： 
 

一个 
螺距 

切割平面 

重建点 

轨道 

π 线段 

重建点 

切割平面
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（侧视图） 
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(i) 对锥形束数据沿着轨道以轨道参量为变量求导。 
(ii) 沿着精心选择的方向对求导后的数据做希尔伯特变换。 
(iii) 进行锥形束的加权反投影。这个加权反投影与 Feldkamp 算法中

的加权反投影差不多。 
 
Katsevich 算法还有其它的形式版本。有些版本把对轨道参数求的偏导数

变成对探测器坐标系中的变量求偏导数。 

5.4* 数学表达式 

5.4.1 平行的线积分数据的先反投影后滤波算法 

对先反投影后滤波这一类的算法, 首先要把所测的投影数据反投影到图像

空间去，得到一个模糊的图像 b(x, y, z)。然后对 b(x, y, z) 做三维傅里叶变

换，并得到 B(ωx, ωy, ωz)。接下来，把 B(ωx, ωy, ωz) 乘以一个傅里叶变换域中

的一个滤波函数 G(ωx, ωy, ωz) 以得到 F(ωx, ωy, ωz) = B(ωx, ωy, ωz) G(ωx, ωy, 
ωz)。最后，对 F(ωx, ωy, ωz) 求三维傅里叶反变换，而得到最终的重建图像 
f(x, y, z)。 

 
这里的滤波传递函数 G(ωx, ωy, ωz) 是由成像的几何构造决定的。一些几何

构造的例子如图5.5所示，图中涂色的区域是方向向量θ
v
在单位球面上的轨

迹。我们记向量θ
v
的轨迹所形成的区域为 Ω。 

 
当 Ω = Ω4π 为 4π 的立体角（即 Ω4π 是整个单位球面）时，G 是一个三维

空间中的斜坡函数： 
  

πωωωωωω /),,( 222
yyxzyxG ++= 。 

 
当 Ω 不是整个球面时，这个斜坡滤波器要由 Ω 的几何构造对它进行修

正。滤波器函数 G(ωx, ωy, ωz) 的一般表达式是  
 

)(/),,( 222 θωωωωωω
v

DG yyxzyx ++= ， 

 
式中， )(θ

v
D  是大圆与 Ω 相交的弧线的弧长的一半，θ

v
是从傅里叶空间的坐

标原点到点 (ωx, ωy, ωz) 的方向，θ
v
也是大圆的法线方向。 
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图5.18 给出了一个 Ω = Ωψ 的特例，Ωψ 是单位球面上的一个带状区域， 

而 )(θ
v

D 就是弧长 γ，它随方向θ
v
的变化而变化。根据几何图形可以算出，当

ψθ ≤ ，我们有 γ = π；当θ > ψ，我们有 
θ
ψγ

sin
sin

2
sin = 。 

 
 

图 5.18  Ωψ  是个带状区域，弧是大圆的一部分，其长度是 γ。 

5.4.2  平行的线积分数据的先滤波后反投影算法 

在推导一个先滤波后反投影算法时，对每个方向 Ω∈θ
v

，我们需要找到一

个二维的传递函数。当 Ω = Ω4π 时，这个传递函数是一个二维的斜坡滤波器  
 

πωωωω /),( 22
vuvuQ += ， 

 
这个滤波器在任何方向 Ω∈θ

v
都是一样的。 

 
当  Ω 不是整个球面  Ω4π 时，这个斜坡滤波器  ),( vuQ ωω  就变为 

),( vuQ ωωθ
v ，它随方向θ

v
 而变。我们加上了一个下标θ

v
 ，注意到了吗？对

每一给定的方向θ
v

 ， ),( vuQ ωωθ
v  可以取值为在θ

v
 方向上G(ωx, ωy, ωz) 的“中

心切片”。 
 
下面我们考虑如图5.18所示的  Ω = Ωψ 的特例，在两个不同的区域内

),( vuQ ωωθ
v 的表达式分别为（图 5.19）： 

 
 
 
 
 
 
 

ψΩψ2 γ

θ
θ
v

γ
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图 5.19 对 Ωψ 定义的成像几何构形，二维滤波的传递函数 Q 。 

当  
 

ψωωθωω sincos0 22222
vuvu +≤+≤ ， 

 
我们有 

 

π
ωω

ωωθ

22

),( vu
vuQ

+
=v ； 

 
当  
 

2222222 cossin vuvuvu ωωθωωψωω +≤+<+ ，  

 
我们有 
 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+

+

+
=

−

θωω

ψωω

ωω
ωωθ

222

22
1

22

cos

sin
sin2

),(

vu

vu

vu
vuQ v 。 

 
 

),( vuQ ωωθ
v

uω

π
ωω 22

vu +

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+

+

+

−

θωω

ψωω

ωω

222

22
1

22

cos

sin
sin2

vu

vu

vu

vω
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5.4.3 三维拉东反演公式（先滤波反投影算法） 

三维拉东反演公式只能用于对三维面积分数据进行图像重建： 
 

φθθθ
π θ

π

dd
s
spzyxf xs sin|),(

8
1),,(

4
2

2

2
vv

v

⋅=∫∫ ∂
∂−

= ，  

 
式中 )cos,sinsin,cos(sin θφθφθθ =

v
 及 ),,( zyxx =v 。 相应的坐标系如图5.20

所示。 
 

 
图 5.20 三维拉东反演公式所用的坐标系。  

5.4.4 三维拉东数据的先反投影后滤波算法 

三维拉东数据的反投影图像是 
 

φθθθ θ
π

ddspzyxb xs sin|),(),,(
2

vv
v

⋅=∫∫= 。 

 
因为三维拉东数据的投影 / 反投影点扩散函数的傅里叶变换是

)/(1 222
zyx ωωω ++ ，所以，在三维傅里叶变换空间，要重建的图像 f(x, y, z) 的

傅里叶变换是 
 

)(),,(),,( 222
zyxzyxzyx BF ωωωωωωωωω ++×= 。  

 

θ
v

φ

θ

x

y

z

s
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这里，B 是反投影图像 b 的三维傅里叶变换。在频域中做了滤波之后，需要

做三维傅里叶反变换来得到重建的图像 f。 
 

这个滤波工作也可以在空间域里完成，而且空间域里实现方法很简单，

其表达式为： 
 

2

2

2

2

2

2 ),,(),,(),,(),,(),,(
z

zyxb
y

zyxb
x

zyxbzyxbzyxf
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
== ∆ ，  

 
式中，∆ 是拉普拉斯算子。 

5.4.5 Feldkamp算法 

首先让我们回顾一下扇形束对于平面探测器的 FBP 图像重建算法。在极

坐标系下（图 5.21），该算法的的表达式为： 
 

ββϕ
π

dldllhlg
lD

D
sD

Drf )(),(
2
1),(

22

2

0
−′

+−
= ∫∫

∞

∞−

，  

 
式中， h(l) 是一维斜坡滤波器的卷积核，D 是焦距，g(l, β) 是扇形束投影数

据，l 是探测器上的线性坐标，s = r sin (ϕ−β)，及 
)sin(

)cos(
βϕ

βϕ
−−

−
=′

rD
Drl 。在这

个公式里， 22/ lDD +  是射线入射角的余弦函数。在实现这个算法的时

候，我们首先要对投影数据乘以这个余弦函数。然后对这个经过预处理的数

据做斜坡滤波。最后进行加权的扇形束反投影，权函数 D/(D-s)，其中 s 是
从重建点到虚拟探测器的距离。虚拟探测器位于旋转中心，并与实际的探测

器平行。引入虚拟探测器的概念是为了使算法的分析和实现得到简化。 
 
Feldkamp 算法与这个扇形束算法没有太大的区别，最主要的区别是把扇

形束的反投影换成了锥形束的反投影。Feldkamp 算法中的斜坡滤波是逐行

进行的。在转轴的方向不做滤波。记转轴的方向为 z 方向，Feldkamp 算法可

以表示成 
 

ββϕ
π

dldllhzlg
zlD

D
sD

Dzrf )(),ˆ,(
ˆ2

1),,(
222

2

0

−′
++−

= ∫∫
∞

∞−

。 
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在这个式子里， ),ˆ,( βzlg 是锥形束的投影数据，而 222 ˆ/ zlDD ++  是锥

形束射线入射角的余弦函数。 
 

 
图 5.21 平面探测器扇形束成像所用的坐标系。  

 
 

 

图 5.22  锥形束算法所用的坐标系。 

z

y

x

r s l

β

ϕ l′

z

ẑ

焦点 

焦距 D 

重建点 

探测器 

锥形束 

y

x

r s l

β
ϕ

l′扇形束

焦点 

焦距 D 
重建点 

探测器 
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5.4.6  Tuy 关系 

Tuy 于 1983 年发表了一篇文章。在文章中，他把锥形束数据与原本图像

建立了关系。这个关系的目的与中心切片定理差不多。在这一节里，我们来

推导这个关系。 
 
原本的图像是 f 。锥形束的焦点轨迹记为Φ

v
。指示射线方向的单位向量

记为αv 。这样一来，锥形束数据就用下面的式子表达 
 

∫
∞

+Φ=Φ
0

)(),( dttfg αα vvvv
， 1=αv 。 

 
现在我们把这个单位向量αv  换成一个一般的三维向量 xv，上面这个二维的

投影数据就被扩展成了一个三维函数：  
 

∫
∞

+Φ=Φ
0

)(),( dtxtfxg vvvv
。 

 
以 xv为变量对这个函数求三维傅里叶变换，并用 β

v
记三维的频率变量，我们

有  
 

∫ ∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

⋅−
∞∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

⋅− +Φ=Φ=Φ xdtdextfxdexgG xixi vvvvvvvv vvvv βπβπβ 2

0

2 )(),(),( 。 

 

令 xty vvv
+= Φ ； xdtyd vv 3

= 。上面的表达式变为 

 

∫ ∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

⋅Φ−−∞

=Φ ydtd
t

eyfG
y

t
i

vvvv
vvv

3

)(2

0

1)(),(
βπ

β 。  

 

令 
t

s 1
= ； dt

t
ds 2

1
−= 。我们有 

 

∫ ∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

⋅Φ−−
∞

=Φ dsyd
s

seyfG yis vvvv vvv

2
3)(2

0

1)(),( βπβ ， 

 

∫ ∫ ∫ ∫
∞ ∞

∞−

∞

∞−

⋅⋅−
∞

∞−

=
0

)(2)(2 ))((),( dsesydeyfG issyi βΦπβπβΦ
vvvv vvvv

。  
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我们注意到，内层的三重积分是f的三维傅里叶变换，也就是  
 

∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

⋅−
∞

∞−

= ydeyfsF syi vvv vv )(2)()( βπβ ， 

 
我们得到 
 

∫
∞

⋅Φ=Φ
0

)(2)(),( dsessFG is βπββ
vvvvv

。 

 
下面，我们把积分限从 [0, ∞) 变成 (-∞,∞) ，因此有 
 

∫∫
∞

∞−

⋅Φ
∞

∞−

⋅Φ +=Φ dse
i
issFdsessFG isis )(2)(2 )()(),( βπβπ βββ

vvvv vvvv
。 

 
利用三维拉东变换的中心切片定理， )( β

v
sF  是原本函数的面积分的一维傅里

叶变换。面积分平面的法线方向是 β
v
。在上面第一项中的因子 |s| 是傅里叶

域中的斜坡滤波器。在上面第而项中的因子 (is) 对应于空间域中的求导运

算。上面等式右边的两项都是傅里叶反变换的形式。所以，这两项都可以用

卷积来表达 
 

)()()()(),( ttipthtpG δβ ββ ′∗−∗=Φ vv
vv

 (T)
 

式中， 1−=i , βΦ
vv

⋅=t , h(t) 是斜坡滤波器的卷积核 

 

dsesth istπ2)( ∫
∞

∞−

= ， 

 
而且原本图像 f  的拉东变换是  
 

∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

−⋅= xdtxxftp vvvv
v )()()( βδβ 。 

 
 标有符号 (T) 的等式的左边是有关锥形束数据的，等式的右边是有关原

本图像的面积分的。 这样，锥形束数据与物体的拉东变换就联系起来了。 
 
 Tuy 提出的锥形束图像重建算法是 
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β
λ

βλ
βλπ π

v
vv

vv
v dG

i
xf

∂
Φ∂

⋅Φ′
= ∫∫

)),((
)(

1
2
1)(

4

， 

 
其中， ββλΦ

vvvv
⋅=⋅ x)( 。事实上，算法中的 (2πi) 因子并不意味着所重建的

图像 )(xf v
是复数值的。标有符号 (T) 的等式右边的第一项在重建中没有任何

用处，可以把它扔掉，这是因为它与 Tuy 算法中的因子 βλ
vv

⋅Φ′ )( 组合起来

是 β
v
的奇函数，在 β

λ
βλ

βλπ

v
vv

vv dG
∂

Φ∂
⋅Φ′∫∫

)),((
)(

1

4

中做反投影的时候，奇函数

项的贡献为零。这样，做了反投影积分后，实部就会消失掉。算法中的 
(2πi) 因子进而再消掉虚部项中的 i, 那么 Tuy 算法的重建图像就是实的了。 

5.4.7  Grangeat 关系 

Grangeat 建立了一个关系把拉东数据的导数与锥形束数据在平面探测器上

的线积分的导数联系了起来。 
 
在下面的讨论中, 我们只考虑一个固定的焦点位置Φ

v
。在探测器上，我们

随便选择一条直线，并把这条直线上的锥形束数据加起来（即求线积分）。

我们在平面探测器上先建立一个坐标系（图5.23）。在平面探测器上的积分

线的方向是 u 轴方向。与其垂直的方向是 v 轴方向。在 u-v 坐标系中，锥形

束数据记为 g(u, v)。如果我们用球面坐标系来表示物体 f，锥形束投影数据 
g(u, v) 可表示为（图5.24） 
 

drrfvug ),,(),( θβ∫
∞

∞−

=
v

， 

 
式中，u 和 θ 之间的关系为  
 

θtan22 vDu += 。 
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图 5.23 在探测器上画一条直线。线上面的锥形束投影数据加起来后记为 s(v)。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 5.24 锥形束投影数据。 

象在 Feldkamp 算法中那样，在计算数据求和之前所有的锥形束投影数据

都要事先乘以一个余弦函数 222 vuDD ++ 。 这样一来，在 u 轴上的数据

求和实际上是 
 

Φ
v

β
v

v

D

β

R

t

u
探测器上的积分直线

探测器平面 

焦点 

θ

Φ
v

22 vD +

r

u
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dudr
vuD

Drfdu
vuD

Dvugvs ∫ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞− ++
=

++
=

222222
),,(),()( θβ

v
。 

 

我们现在把变量  u 替换为变量  θ，这需要用到 θtan22 vDu += , 

222

22
cos

vuD

vD

++

+
=θ , 和 

θθ 2

22

cos
vD

d
du +

= 。我们可得到一个新的表达式 

 

θ
θ

θβθ
θ

θβ
π

π

π

π

ddrDrfddrvD

vuD

Drfvs ∫ ∫∫ ∫
∞

∞− −

∞

∞− −

=
+

++
=

cos
),,(

cos
),,()(

2/

2/
2

22

222

2/

2/

vv

 

。

 
我们想要把 s(v) 与 f 的拉东变换建立起关系，f 的拉东变换是: 
 

θθβ
π

π
β drdrrftp ∫ ∫

∞

∞− −

=
2/

2/

),,()(
v

v ， 

 
式中，参数 t 在图5.23中做了定义。现在我们用第5.3.2节介绍的思路来建立

这个关系。从第5.3.2节我们知道（图5.25） 
 

t
fr

t
fRf

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂ θ
β

cos 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 5.25 切线方向 t 的示意图。 

利用这个关系， 我们有 

β

β
v

t

D

R
v
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θθβ
π

π

β drdrrf
tt

tp
∫ ∫
∞

∞− − ∂
∂

=
∂

∂ 2/

2/

),,(
)( vv

 

 

θθβ
βθ

θθβ
βθ

π

π

π

π

ddrrfD
D

drdrrf
r ∫ ∫∫ ∫

∞

∞− −

∞

∞− − ∂
∂

=
∂
∂

=
2/

2/

2/

2/

),,(
cos

1),,(
cos
1 vv

  

 

β∂
∂

=
)(1 vs

D
。 

 
最后，我们要把对 β 的偏导数变为对 v 的偏导数。从图5.25我们看到 
 

βtanDv =  和 
ββ 2cos

D
d
dv

= 。 

 
那么，Grangeat 的关系式就得到了 
 

ββββ
β

22 cos
)(

cos
)(1)(1)(1)( vsD

v
vs

D
v

v
vs

D
vs

Dt

tp ′
=

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂

∂
=

∂

∂ v

。  

5.4.8 Katsevich 算法 

我们把螺旋线焦点轨道记成一个向量函数 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= shsRsRsa

π2
,sin,cos)(v ， )(xIs v

π∈  

 
式中 R 是螺旋轨道的半径，h 是螺旋轨道的螺距， xv =(x, y, z) 是重建点，s 是
轨道参数, 以及  Iπ( xv )=[sb, st]。 这里, sb 和 st 是由螺旋轨道, 重建点 xv和 π 线
段一起确定的。 

 
锥形束投影数据在局部坐标系中可以表示为 ),( ag vv

θ , 式中θ
v
是局部坐标系

( βα
vv, ) 和参数 γ 的函数 (图 5.26)，它们的关系是 

 

βγαγγθ
vvv

)(sin)(cos)( += , 
22
πγπ

<<− 。 
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图 5.26  螺旋轨道锥形束算法所用的坐标系。 

单位向量αv 是用从锥形束的焦点 )(sav 到重建点 xv的方向来定义的。单位

向量 β
v
是用探测器平面上的滤波方向来定义的（图 5.27）。从广义上讲，滤

波可以指对数据的任何处理。在 Katsevich 算法中，凡是提到滤波，我们特

指希尔伯特变换。单位向量αv 与单位向量 β
v
总是正交的。Katsevich 算法的

公式表达式是： 
 

dsd
q

qag
sax

xf
sqxI

γ
γ

γθ
π

π

ππ
sin

1))(),((
)(

1
2

1)(
2/

2/)(
2 ∫∫

− =
∂

∂
−

−
=

vv

vv
v

v
, 

 
式中，关于变量 γ 的积分是希尔伯特变换，关于变量 s 的积分是锥形束的反

投影。这是一个漂亮简洁的 FBP（先滤波再反投影）的锥形束图像重建公

式。Katsevich 的独特技巧是用选择特别的积分方向 β
v
的方法来给冗余的数

据做恰当的加权。可以证明，Katsevich 选择方向 β
v
的方法恰好给测量一次

的平面赋予权值 +1，恰好给测量三次的平面赋予权值 +1 或 -1（其中有两个 

+1 和一个 -1）。对 β
v
可以有不同的选择（即选择是不唯一的），不同的滤

波方向 β
v
可给出不同的算法。 

 
下面是选择 β

v
的一种方法。首先我们来定义一个 κ 平面。锥形束的焦点

是 )(sav 。在探测器的视野中取一点 xv作为重建点。我们再在区间 (-π, π) 找一

个角度 ψ 使得 xv， )(sav ， )( ψ+sav ，和 )2( ψ+sav 这四个点在一个平面上

（图 5.27）。满足这些条件的平面是存在的，但是不唯一。在不唯一的情况

下，我们取绝对值 |ψ | 最小的 ψ 来构造着个平面。这样一来，这个平面就唯

一了，我们把这个平面冠名为 κ 平面，并记作 κ(s,ψ)。 

γ
θ
v

αv

β
v

)(sav

xv

β
v

探测器 

滤波直线 

重建点
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我们把 κ 平面 κ(s,ψ) 与探测器平面相交的直线称为 κ 线。滤波方向 β
v
就

是沿 κ 线方向的单位向量。如果重建点 xv在视野中变动位置，我们就会得到

一组 κ 平面 κ(s,ψ)，这样，在一个探测器平面上就可得到一组 κ 线（图 
5.28）。 

 
图 5.27  κ 平面上有重建点和均匀地分布在由 π 线段所截的螺旋轨道上的三个点。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 5.28 在锥形束探测器的平面上的一组 κ 线。每条 κ 线都对应着一个固定的角度 ψ。每

个重建点都对应着唯一的一条 κ 线。 

xv

αv β
v

β
v

)(sav

)( ψ+sav

)2( ψ+sav

滤波直线 = κ 线 

探测器 

κ 平面 
重建点

w 轴 

u 轴 
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在平面探测器上，κ 线都是直线。让我们在这个平面探测器上建立一个 u-
w 坐标系如图5.28所示，其中 w 轴就是螺旋线的中心轴（即 z 轴）。在 u-w 
坐标系中，对于每一个固定的角度 ψ，κ 线有下面的直线表达式 

 

)
tan

(
2 D

u
R

Dhw
ψ

ψψ
π

+= ， 

 
式中， R 是螺旋线的半径，h 是螺旋线的螺距, D 从探测器平面到焦点的距

离。图5.28中有很多直线，每一条直线都对应着一个固定的 ψ 值。 
 
如果我们使用弧形的探测器，这些 κ 线就不再是探测器上面的直线了。

它们变成了曲线。在 α-w 坐标系中，对于每一个固定的角度 ψ，κ 线有下面

的曲线表达式 
 

)sin
tan

cos(
2

α
ψ

ψαψ
π

+=
R

Dhw ， 

 
式中，角度 α 在图5.29中做了定义。对一组 ψ 的数值，我们用这个表达式可

以在 α-w 坐标系中画出一组弯曲的 κ 线。平面探测器上的 κ 线（直线）示

意在了图5.28中；相应地，弧形探测器上的 κ 线（曲线）示意在了图5.30
中。 
 

 
图 5.29  用弧形探测器锥形束来成像所用的坐标系。 

)(sav

α

w

D

D

弧面探测器 
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图 5.30 在锥形束弧形探测器上的一组 κ 曲线。每条 κ 曲线都对应着一个固定的角度 ψ。
每个重建点都对应着唯一的一条 κ 曲线。 

最后，我们再谈一谈弧形探测器的 Katsevich 算法实现步骤。我们下面给

出 Katsevich 算法的表达式和实现步骤: 
 

dsd
q

qag
sax

xf
sqxI

γ
γ

γθ
π

π

ππ
sin

1))(),((
)(

1
2

1)(
2/

2/)(
2 ∫∫

− =
∂

∂
−

−
=

vv

vv
v

v
。 

 
第一步：对于一个给定的方向θ

v
把数据对轨道的参数 s 求偏导，即计算

s
sag

∂
∂ ))(,( vv

θ
。  

 
在实际中，用的是离散的探测器（也就是说，锥形束的投影数据已经经

过采样并且以矩阵的形式储存）, 焦点的位置也是离散的。求导运算是把一

个焦点的位置 )( ksav 与其相邻的焦点的位置 )( 1+ksav 组成一对，对它们同方θ
v

向的投影数据进行有限差分（即做减法）。做差分的时候要注意，这一对投

影射线 ))(,( ksag vv
θ 和 ))(,( 1+ksag vv

θ 必须拥有相同的方向θ
v
（这个θ

v
是在整体

坐标系中定义的），它们在各自的探测器上还必须有相同的 w 坐标，如图 
5.31所示。 

 

w 轴 

α 轴 

w 轴 
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图 5.31  为了实现对轨道参数 s 的导数，需要用相邻的两个探测角度上的数据做差分。做

差分时，所涉及的两条射线必须相互平行，和相同的 w 坐标。 

在弧形探测器的α-w 坐标系中， ))(,( ksag vv
θ  和  ))(,( 1+ksag vv

θ  会有不同的 

α 值。请原谅我们在符号使用上的不严谨，在探测器的 α-w 坐标系中令 
 

))(,()(,,
2 kk sagsawsg vvv θα =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

− , 

 
和 
 

))(,()(,,
2 11 ++ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

+ kk sagsawsg vvv θα ， 

 
那么，我们得到了一个导数的近似值 
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式中， kk sss −=∆ +1 。 

 

第二步：把第一步的结果乘以一个余弦函数 22/ wDD + ，得 
 

)( ksav
)( 1+ksav

))(,( 1+ksag vv
θ

))(,( ksag vv
θ

θ
v
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s

sawg

wD

D k

∂

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∂

+

+
2
1

22

,, vα

。 

 
这一步也可称之为用余弦函数加权。这是探测器上的逐点乘积运算。 
 

第三步：为了给希尔伯特变换做准备工作，我们需要把那些 κ 曲线变换

成一行行的水平线（图 5.32），把 α-w 坐标系的表达形式映射成 α-Ψ 坐标

系的表达形式。映射的关系式是 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= α

ψ
ψ

αψ
π

sin
tan

cos
2 R
Dhw 。做了映射

变换之后，那些 κ 曲线就成了一行行的水平线。 
 

 
图 5.32  把那些 κ 曲线映射成平行的水平线。 

第四步：在数据被重新排列成一行行的水平线后，就可以很容易逐行地

做一维的希尔伯特变换了。 
 
第五步：这一步是第三步的逆过程。它把滤波（即希尔伯特变换）后的

数据映射回到探测器的 α-w 坐标系中，一行行的水平线又变回了 κ 曲线

（图 5.33）。 

 
图 5.33  把平行的水平线变回 κ 曲线。 

ψ 轴 

α 轴 α 轴 

w 轴 

w 轴 

α 轴 α 轴 

ψ 轴 
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第六步：在弧形探测器上对所有的 α 位置的数据乘以余弦函数cos α。角

度 α 在图5.29中做了定义。 
 
第七步：这最后一步是逐一射线地做三维螺旋轨道锥形束的加权反投

影。这里，加权函数是 )(/1 sax vv − 。这个反投影与 Feldkamp 算法中的反投

影差不多，只是在 Feldkamp 算法中所用的是圆圈轨道，而这里用的是螺旋

轨道。 

5.5 例题 

例题 1 一个 SPECT 伽玛照相机系统装有一个平行光束的准直器。这个伽

玛照相机探头有一个 30° 的倾角（如图 5.34所示）。伽玛照相机绕病人旋转

一周采集投影数据。这样一个成像的集合构形满足沃尔洛夫条件吗？ 
 

 
图 5.34 SPECT 的照相机探头是倾斜的。 

解 
 
不满足。如果在单位球面上我们画出投影方向θ

v
的轨迹，可以看出，这

个轨迹是一个小圆（图5.35），而不是大圆。沃尔洛夫条件无法满足。 
 

θ
v
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图 5.35 这个小圆轨道不满足沃尔洛夫条件。  

例题 2 对于三维线积分投影数据和三维面积分投影数据的情形分别给出

它们中心切片定理的数学表达式。 
 
解 
 

(i) 三维面积分数据 
 

记  )cos,sinsin,cos(sin θφθφθθ =
v

, 则三维拉东变换（即面积分投影数

据）的中心切片定理可被表述为 
 

)cos,sinsin,cossin(),( θωφθωφθωθω FP =
v

，  

 
式中， ),( θω

v
P  是面积分数据 ),( θ

v
sp 的对于变量包 s 的一维傅里叶变换，

),,( zyxF ωωω 是原本物体 f(x, y, z) 的三维傅里叶变换。 

 
(ii) 三维线分数据 

 
要考虑三维线积分投影数据，我们需要根据投影方向θ

v
在探测器上建立

一个局部坐标系。令 
 

)0,cos,sin( φφθ −=u
v

 和 )sin,sincos,coscos( θφθφθθ −−=v
v

, 

 
那么 θ

v
， uθ

v
，和 vθ

v
这三个向量构成一个直角坐标系。我们称沿 uθ

v
方向的坐

标轴为 u 轴，沿 vθ
v
方向的坐标轴为 v 轴。这样，中心切片定理就可表达成 

 

单位球面 

这个大圆与射线

方向的轨迹不相

交 

这个轨迹不

是一个大圆 
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),(

)sin,sincoscos,coscossin(
),,(

vvuu

vvuvu

vu

F

F
P

θωθω

θωφθωφωφθωφω
θωω

vv

v

+=

−−−=   

 
式中， ),,( θωω

v
vuP  是线积分数据 ),,( θ

v
vup 的对于变量 u 和 v 的二维傅里叶

变换， ),,( zyxF ωωω 是原本物体 f(x, y, z) 的三维傅里叶变换。 

 
例题 3* 运行 Feldkamp 算法，观察一下锥形束的张角对重建图像中伪影

的影响。 
 
解 
 
我们把 Feldkamp 算法编了程，并用圆形的焦点轨道和 Defrise 模型进行了

计算机模拟。我们用的  Defrise 模型由五个扁平的均匀椭球组成（图

5.36）。在计算机模拟中，我们试了六个不同的锥形束的张角：2°，4°，
8°，16°， 32°，和64°。计算机模拟结果以纵截面图的形式在图5.37中显示。

从图中可以看出，对于大的锥形束张角，Feldkamp 算法的伪影很严重，在

离中心平面（也就是轨道平面）远的区域尤其严重。 
 

 
 

图 5.36 在计算机模拟中使用的 Defrise 模型。 

 
 
 
 
 
 
 
 

（侧视图） 

Defrise 模型 锥形张角 

Defrise 模型的俯视图 
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图 5.37  用 Defrise 模型和不同的锥形束张角做的图像重建的计算机模拟结果。  

5.6 小结 

• 在三维成像中，平行的线积分叫射线变换，而平行的面积分叫拉东

变换。 
 

• 对于拉东投影数据，我们要求2π立体角中的所有方向的数据都要测

量到。 
 

• 拉东投影数据的图像重建算法（也就是拉东反演公式）十分简单—
先求二阶导数再做拉东反投影。当然，我们可以交换一下次序，先

做拉东反投影再用拉普拉斯算子求二阶导数。拉普拉斯运算是分别

对x，y，和 z求二阶偏导数，然后对它们求和。 
 

• 做拉东反投影有个计算复杂度较低的办法，就是把它分成两步来

做。每一步都是二维的反投影。 

32°16° 

8° 4°2° 

64° 
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• 我们要求射线变换的数据要满足沃尔洛夫的数据足量条件。射线的

方向在单位球面上的轨迹若与每个大圆都相交，沃尔洛夫条件就满

足了。 
 

• 对于射线变换的数据来说，图像重建的算法与射线的方向在单位球

面上的轨迹有关。由于投影数据是冗余的，重建算法是不唯一的。

先做滤波或先做反投影都行。 
 

• 针对圆形轨道的锥形束成像问题 Feldkamp 等人提出了一个简单、实

用、稳定的 FBP 图像重建算法。Feldkamp 算法是对扇形束的 FBP 
算法做了小修小改得到的，它并不是个精确算法，但是它在不同的

领域中有很大的应用市场。如果锥形张角足够小的话，重建图像的

误差的影响也不会很大。 
 

• 人们可以用 Tuy 条件来判定所用的锥形束成像的几何构造是否能够

为精确的图像重建能提供足够的数据。要满足 Tuy 条件，必须采用

非平面的锥形束焦点轨道，比如，螺旋线轨道，圆圈加直线轨道，

等等。Tuy 建立了一个锥形束投影数据与原本图像之间的关系。他

还提出了一个锥形束数据的反演公式，但这个公式使用起来不方

便。 
 

• Grangeat 也建立了一个关系：锥形束的加权面的积分对角度的导数

等于拉东面积分的导数。Grangeat 的图像重建算法是利用拉东反演

公式完成的。这个重建算法的缺点是要把锥形束数据重新排列成拉

东数据，数据的重新排列会引进比较大的误差。 
 

• Katsevich 的锥形束图像重建算法是个名副其实的 FBP 算法，它的滤

波是移动不变的（也就是说，这个滤波可以用卷积来实现），它的

反投影是锥形束的反投影（而不象 Grangeat 算法那样，用的是拉东

反投影）。Katsevich 重建算法的一个缺点是选择滤波方向需要技

巧。另一个缺点是它没有充分利用所测到的投影数据。 
 

• 阅读完本章后，读者至少应该理解拉东反演公式和 Feldkamp 的锥形

束图像重建算法。 
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第6章 迭代重建 

6.1 解线性方程组 

前面几章讲的是用解析算法来重建图像, 图像重建还可以用解线性方程组

的方法来达到目的。为了建立方程组，我们首先要把图像离散化，把图像用

一个个像素拼摆而成，见图6.1。对于三维图像来说，每个像素是个立方

体，有人把它称作体积像素或称作体素（英文是 voxel = volumetric pixel）。

在这本书里，不管是二维图像还是是三维图像，我们统统用像素这个词来称

谓构成图像的最小元素。 
 
 

 

 

 

 

 

 

图 6.1 这个例子里有九个未知数和九个测量值。 

值得一提的是，我们是用单下标，而不是用双下标，来标记图像像素 xj 
（j = 1, 2, …）。对所有的投影数据我们也是用单下标 pi （i = 1, 2, …）来标

1x 2x
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4x 5x 6x

7x 8x
9x
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记。这样一来，我们就可以建立一个线性方程组来描述像素与投影数据之间

的关系： 
 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=−+−+−
=++
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=++
=++

。  )12(2)22()12(2
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)12(2)22()12(2
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8951

7874

6741

5852

4963

3987

2654
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pxxx
pxxx
pxxx
pxxx
pxxx
pxxx

  

 
这个方程组也可以用矩阵的形式写出 

 
AX = P, 

 
式中， TxxxX ],...,,[ 921= ， TpppP ],...,,[ 921= ，A 是方程组的系数矩阵。

矩阵 A 的元素 aij 代表第 j 个像素对第 i个投影值的贡献。在上面的例子中，

这个“贡献”就是投影射线在该像素内所截的线段的长度。如果矩阵 A 的逆

矩阵 A-1 存在的话，重建的图像可以这样得到 
 

X = A-1 P。 
 

线段长度并不是用来作为“贡献”的唯一模型。成像中遇到的物理现象

（如衰减和点扩散函数）都可以放到模型中去。 
 
对于一个实际的成像问题来说，矩阵 A 不总是方阵。当矩阵 A 不是方阵

时，我们可以用广义逆矩阵来近似。例如，我们可以用广义逆矩阵来得到最

小二乘解：  
 

当方程组是超定时， PAAAX TT 1)( −= ； 

 
当方程组是欠定时， PAAAX TT 1)( −= 。 

 
广义逆可以通过对最小二乘的目标函数进行优化来获得。对于超定的方

程组（即投影射线的数目比图像像素的总数要大），我们建立下面这个目标

函数 
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。  2

)()(22

PPPAXAXAX

PAXPAXPAX
TTTTT

T

−−=

−−=−=χ
 

 
对其求偏导数（即梯度），并设偏导数为零： 
 

PAAA TT 220 2 −=∇= χ
v

。 

  
也就是， 
 

PAAXA TT = 。 
 
这是一组正交方程，因为 (AX-P) 与 A 的每一行都正交： 0)(

v
=− PAXAT 。 

从这个方程组中解出的X就是个广义解 
 

PAAAX TT 1)( −= 。 

 
另一方面，欠定方程组（即图像像素的总数比投影射线的数目要大）

AX=P有无穷多个解。在这么多的解中，我们要寻找一个最小范数（即最小

模，最小能量）解。我们可以用拉格朗日乘数法在约束 AX=P 下求 
2X  的

极小值。我们建立一个求条件极值的拉格朗日函数如下 
 

)(2 PAXXL −+= Λ 。 

 
其中，对角矩阵 Λ=diag{λ1，λ2，…，λm} 的对角元素是拉格朗日乘数，而 m 
是投影射线数目的总数。 
 

对拉格朗日函数求偏导（即梯度），并令这些偏导为零，我们得到 
 

ΛTAX += 20
v

 和 AX = P。 
 
对 ΛTAX += 20

v
 左乘  A而得到 

 
ΛTAAAX += 20

v
。 

 
从中解出 Λ  并代入 AX = P，我们得到 

 
PAAAXAA TT )(2)(2 −=−=Λ 。 

 
最后，从 ΛTAX += 20

v
 解出 X 
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PAAAAX TTT )(
2
1

=−= Λ 。 

 
即使矩阵  A是个方阵，其逆矩阵 A-1 也不见得存在。当矩阵 A 不是满秩的

时候，其逆矩阵 A-1 就不存在。其实，图6.1所示的例子给出的矩阵 A 就不是

满秩的。我们可以很容易地验证，第一，二，三行的和等于第四，五，六行

的和。若矩阵  A不是满秩的，我们连 (AAT)-1 或 (ATA)-1 都无法算得。我们要

面对这样的现实，矩阵 A 不是满秩的，也不是个方阵；投影数据是含噪声

的；方程组是不相容的。对于不满秩的矩阵 A，用奇异值分解（英文是 SVD 
= Singular Value Decomposition）来求一个伪逆。在 Matlab 中，求伪逆的函

数是“pinv”。 
 

奇异值分解 (SVD) 方法是寻找广义逆的有效而稳定手段，它还可以对方

程组的病态状况作出诊断。下面我们用 SVD 来找方程组 AX =  P的最小二乘

解。 
假设矩阵 A 有  m行有  n列，并记为 Amxn。用 SVD，矩阵 Amxn 可以分解成 
 

T
nnmmnm VUA ××× = Σ ， 

 
式中， 
 

nn
T IVV ×= ， 

mm
T IUU ×= ，及 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=× 00

0}{ i
nm

diag σ
Σ 。 

 
这里，奇异值是按递减的次序排列的： 
 

0......21 ≥≥≥≥≥ iσσσ 。 

 
广义逆（或称伪逆）可定义为 
 

TUVA ++ = Σ ， 
 
式中， 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=+

× 00
0r

mn
D

Σ ， 
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这里，对角矩阵 Dr  有一个截断指标 r ，它只有 r 个非零元素，并定义为 
 

}0,...,0,1,...,1,1{
21 r

r diagD
σσσ

= 。 

 
这样，重建的图像就可表达成 
 

PUVPAX T++ == Σ 。 
 
在 SVD 方法中，截断指标 r 是根据情况而定的。如果截断指标 r 选取得过

小，重建的图像只包含一些低频分量，图像就是模糊的。如果截断指标 r 选
取得过大，重建的图像就会包含很多高频分量，并有很多高频噪声，高频噪

声甚至会淹没图像。 
 

在通常的医学成像应用中，矩阵 A 十分庞大，无法使整个矩阵同时储存

在计算机中。在解方程组的过程中，我们只能当用到矩阵 A 的哪一行值时就

即刻产生那一行的值，用后也不保存。基于这个限制，有些解方程组的算法

（比如，把矩阵 A 进行对角化，或把矩阵A进行上三角化）就不适用。其

实，任何需要改动矩阵 A 的算法都不能用。我们可以用的算法只能使用矩阵 
A 和其转置矩阵 AT， 而不能改变它们。所以，使用直接运用 A 和 AT（而不

是对 A 和 AT 做变换）的迭代的方法来找方程组的一个近似解的方法比较实

际可行。 
 

我们可以把一个解析的图像重建算法看成一个“开环”系统，而一个迭

代的图像重建算法看成一个“闭环”系统。每一环，称作一次迭代由下面几

个基本部分组成：投影运算，投影运算的结果与测量数据进行比较，反投影

运算，以及图像更新。反投影运算的目的是把投影运算的结果与测量数据之

间的差异映射到图像空间去，并去修正当前所估算的图像（图6.2）。 
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图 6.2  图像重建迭代算法过程示意图。 

6.2 代数重建算法（英文是 ART = Algebraic Reconstruction 
Technique） 

ART 算法有时也被称作 Kaczmarz 算法，它的主要思路是让当前所估算的

图像在一次图像更新中满足一个方程，如图6.3所示。图中有三条直线：L1，

L2，和L3，它们代表三个方程。它们的交点就是方程组的解。 
 

 

初始 
图像 

投影A 
数据

比较 

反投影AT 
更新 
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图 6.3 在每一次图像更新时，ART 算法总是试图让新的图像满足下一个方程。  

在图6.3中， 0xv 是任意给的一个初始值。第一步是把点 0xv 垂直地投影到 L1

上去，得到新值 1xv 。下一步是把点 1xv 垂直地投影到 L2 上去，得到新值 2xv ，

依此类推。每一步是把当前所估算的点投影到下一条直线上去，让它满足下

一个方程。最终，这个算法会收敛到方程组的解上去（图6.3上）。 
 
如果这个方程组是不相容的，这个算法会导致方程组的“解”来回跳动

而不会收敛（图6.3下）。一次迭代定义为所有方程都被该算法访问了一

次。 
 
ART 算法是一条射线接一条射线地进行的，当每一条射线被考虑之后，

图像就被更新一次。这个算法可以形式上地写成 
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L3

0xv
1xv

2xv
3xv

∞xv

L1

L2 

L3
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1xv
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6.3 梯度下降算法 

首先，我们利用描述成像的方程 AX = P 组建立一个目标函数： 
  

22 PAX −=χ ， 

 
这是一个二次函数（图6.4）。由于噪声的影响，这个方程组是不相容的。

这样一来，目标函数χ2的极小值是一个非零的正值。 
 

 
 

图 6.4 一个二次多项式目标函数。 

梯度下降算法的策略是对于当前估算的图象X求其目标函数χ2的梯度，根

据梯度把估算的图像往目标函数的极小值方向“推”。在一维情形，梯度就

是函数的导数。梯度方向是函数上升的方向，与梯度相反的方向是函数下降

的方向。梯度下降算法是选取与梯度方向相反的方向对估算的图像进行更

新。更新步长要取得很小，以保证算法能收敛到极小值（图6.5）。梯度下

降算法的一般表达式为 
 

)( 当前
当前

当前下一个 xaxx vvvv ∆−= , 

 

式中， ∆
v
是目前图像 当前xv 的目标函数χ2的梯度。梯度 ∆

v
的计算包括所有射

线的投影运算和反投影运算： 
 

2χ
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)(22 PAXAPAX T −=−∇=∆
v

， 

 
这里 ∇  梯度运算算子，投影数据 AX 是图像 X 与成像矩阵 A 的乘积，反投

影就是乘以转置矩阵 AT。投影运算的结果与测量数据之间的差异为 (AX – 
P)。当 AX = P 而且 X 不再改变时，这个算法就收敛了。在我们使用的符号

中，X 和 xv是一回事，不加区分。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

图 6.5  与梯度方向相反的方向是下降方向。 

如果成像的方程组是欠定的，这个最小二乘问题的解不唯一（解有无穷

多），目标函数 χ2 有一个长长峡谷（图6.6）。在这种情况下，算法所收敛

到的解取决于给定的初始条件（即初始图像）。如果初始图像是零，即

00 vv =x ，那么这个算法会收敛到最小范数（即最小模）的解。 
 
 
 
 
 
 
 
 

∞xv

2χ

正梯度(正斜率) 

当前xv下一个xv

与梯度方向相反的方向 
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图 6.6  对于一个退化的方程组，迭代算法的解取决于初始条件。  

由于噪声的影响，方程组是不相容的，我们几乎不可能收敛到 AX = P。 
当迭代数很大时，所得的图像可能会被噪声所淹没。我们用图2.10所示的模

型产生一组带噪声的投影数据。我们再用一个迭代重建算法来做图像重建。

如图6.7所示，当迭代次数小时，图像主要含有低频分量；当迭代次数增大

时，高频分量渐渐地被恢复，与此同时，噪声也渐渐地侵入。 
 
对于实际的成像问题，梯度方向是很容易利用投影和反投影计算的，其

计算式为 )(22 PAXAPAX T −=−∇=∆
v

。 但是，负的梯度方向未必是寻找

极小值的最佳的方向。让我们来看一看一个典型的目标函数 χ2 的等高线图

（图6.8），这些等高线是一些椭圆。在任一点的梯度方向是与那一点椭圆

的切线方向相垂直的。算法中相邻的两个搜索方向 当前uv  和 下一个uv 也是垂直

的（即 0=⋅ 下一个当前 uu vv
）。搜索方向象之字那样曲折。整个搜索过程走了太

多的弯路，既费时又费工。 
 

 
 
 
 
 
 
 

∞xv

2χ

0xv
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图 6.7 迭代次数增加时，图像中的噪声也越来越大。  

 
 

 
 
 

图 6.8 负的梯度方向并非函数极小值的最佳寻索路径。  

0xv2xv

1xv
currentuvnextuv
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用共轭梯度方向来搜寻要比用梯度方向搜寻有效得多。所谓 当前uv  和 
下一个uv 为共轭方向是这样定义的： 0)( =⋅ 下一个T当前 uAAu vv

（图6.9）。目标函

数χ2 的形状特征是包含在方阵（ATA）中的。当我们运用共轭方向的时候，

我们实际上是先把等高线进行形变，把它们变成同心圆，然后再找正交的方

向。利用共轭梯度方向可使算法收敛的快一些。 
 
 

 
图 6.9  共轭梯度方向比梯度方向更为有效。 

6.4 ML-EM (利用求最大期望值来求最大似然函数) 算法 

我们不见得偏要使用最小二乘法来建立目标函数。建立目标函数还有许

多其它的途径。如果我们使用泊松噪声模型或仅仅使用非负值约束，我们就

可得到一个特别的目标函数。对这个目标函数求极小值，可得到一个使用乘

法来更新图像的算法，叫ML-EM算法。这个算法可以形式上地写成 
 

}1{   

}
)(  

{   
v
v

vv

反投影

x投影

测量值
反投影

xx
当前

当前下一个 = , 

 
式中 }1{

v
 是个元素全为1的向量，其元素个数与投影数据向量的元素个数相

同。在这个算法中，投影运算的结果与测量数据之间的差异不是用减法，而

是用除法，来表示的。这个ML-EM算法的一个很重要的特点是它的非负

性。如果所给的初始图像中没有负值的话，迭代以后的结果永远不会有负

值。 
 
现在我们来解释一下这个算法的名字：ML-EM。这个算法的目标函数可

以设为一个似然函数，它就是泊松随机变量的联合概率密度函数。我们希望

找到一个解（即重建的图像）来使这个似然函数取得极大值。因此，这个算

法叫ML（英文是 ML = Maximum Likelihood 最大似然）算法。 
 

0xv2xv

1xv
currentuvnextuv
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一般来说，当我们在求一个函数（比如，一个目标函数或一个似然函

数）的极大值或极小值，我们总是先对其所有的未知数（也就是图像的像

素）求偏导数，令这些偏导数为零，并解出这些未知数。可是，对于泊松似

然函数来说，利用偏导数的方程式很难把未知数解出来。为了简化方程式，

我们把方程式中的一些随机变量用其期望值（即统计均值）来代替。期望值

的英文是 Expectation Value，所以，这个步骤成为“E” 步骤。这一步大大

简化了对方程式求解。接下来就是求这个（用期望值计算的）似然函数的极

大值。这就是所谓的“ M ”  步骤，因为英文的“求极大值”是

Maximization。把E和M放在一起，即为EM（Expectation Maximization，求

期望值的极大值）。 
 
这个ML-EM算法也被称为  Richardson-Lucy 算法，因为  Richardson 和 

Lucy 分在 1972 和 1974 在做图像去模糊的研究中就提出了这个算法。在不

同的应用领域里有不同的 EM 算法。在医学图像重建领域，通常所说的 ML-
EM 算法是特指对发射型数据做图像重建的算法。对透射型数据做图像重建

的算法也有它自己的ML-EM算法，只不过不如发射型数据的 ML-EM 算法

那么有名罢了。 

6.5 OS-EM (分成有序的子集来求期望值的极大值) 算法 

在 ART 算法中，当每一条射线被考虑后，图像就被更新一次。另一方

面，在梯度下降算法和 ML-EM 算法中，当所有的投影射线都被考虑完后，

图像才被更新一次。一种使迭代算法加速收敛的办法是更加频繁地更新图

像。 
 
在 OS-EM 算法中，数据按投影角度被分成不同的子集（Subsets），该算

法依照给定的顺序（Order）走访不同的子集中的数据，每走访一个子集图

像就更新一次。OS的意思是有序的子集（Ordered Subsets）。图6.10给出了

一个把投影角度被分成不同子集的例子。子集的分割有很大的自由度，可根

据需要来做决策。大致地讲，若使用 N 个子集，收敛速度大约提升 N 倍。

根据经验，我们建议适当地做子集分割以达到收敛速度提升大约 10 倍，在

这样的倍数下噪声的破坏不明显。 
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图 6.10 全体投影角度被分成不同的子集。  

6.6 噪声控制 

目前，在医学图像重建领域中越来越多的人选择用迭代算法来取代解析

算法，因为迭代算法重建的图像在同等分辨率或更高分辨率的前提下具有较

小的噪声。在这一节里，我们要分别讨论解析算法和迭代算法是如何处理和

看待噪声的。 

6.6.1 解析方法 — 加窗函数 

在解析算法中，当对投影数据滤波时，噪声是通过施加窗函数的方法得

到控制的。在任何解析的图像重建算法中，都有一个高通滤波器（比如，斜

坡滤波器），它对高频分量进行放大，对低频分量进行抑制。大量的高频噪

声就跑了进来。为了控制高频噪声，总是要给斜坡滤波器加上一个窗函数

（图6.11）。从本质上讲，解析算法对噪声的控制就是靠控制带宽，把高频

噪声和高频信号一起扔掉。 
  
 

 
 

 
 
 
 
 
 

图 6.11  给斜坡滤波器加上一个窗函数。 

子集： 
{1, 5, 9, 13} 
{2, 6, 10, 14} 
{3, 7, 11, 15} 
{4, 8, 12, 16} 
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456
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8
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14
15

16

ω ω ω

斜坡滤波器 窗函数 加了窗函数的斜坡滤波器 
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6.6.2 迭代方法 — 提前停止迭代 

迭代算法中控制噪声的方法很多。首先，我们来考查一下代算法中噪声 
是如何传播到重建的图像中去的。下面是一个噪声传播模型： 

 

数据n图像 误差误差 ×= )(ωλ ， 

 
式中，误差图像 是重建的图像中的误差幅度，误差数据 是投影数据中的误差幅

度，而且 λn(ω) 是算法的传递函数，它是频率 ω 的函数，也是迭代次数的函

数。在许多逆问题的应用中，这个关系被简化为  
 

数据图像 误差误差 ×= κ ， 

 
式中，κ 是正向问题的条件数。条件数的定义是最大特征值 σmax 与最小特征

值 σmin 之比。这个简化的关系式，并不是想偷工减料，而是指出了问题的要

害所在。因为，最恶劣的噪声影响是来自对应于最小特征值 σmin 的频率分量

（即特征向量）。重建的图像是许多项的和，每一项是一个特征向量乘以它

所对应的特征值的倒数 1/σ。其中，最大的增益来自 1/σmin，它所对应的特征

向量含有是很多高频分量。 
 
你可以把这个误差传递关系和解析的方法联系起来，把 λn(ω) 想象成加了

窗函数的斜坡滤波函数。窗函数的宽度（即带宽）随着迭代次数的增加而增

加。这使我们马上意识到控制噪声的一种办法就是控制迭代次数。 
 
提前停止迭代是最简单的一种控制噪声的办法。但是，迭代算法对不同

的频率在图像中不同的位置收敛的速度不同。在算法收敛之前，提前停止迭

代，所得到的图像具有非均匀的分辨率。如果你要重建的图像具有均匀的分

辨率，就不要提前停止迭代，在迭代重建做完之后，再把图像进行滤波（这

叫后滤波）来抑制噪声。 

6.6.3 迭代方法 — 选择像素模型 

降低图像噪声的第二种办法是降低数据中的误差。这种控制噪声的办法

只适用于迭代算法。投影数据 P 与成像模型 AX 之间的误差，误差数据，有两

部分组成：随机误差与非随机误差。非随机误差是由非理想的系统模型 AX 
所造成的。首先，把连续的物体离散化，用有限数目的像素来表示无限多个

点就会产生误差。我们在选取像素大小时必须权衡利弊。选用小的像素可以

减小系统模型 AX 的误差，但是，系统的未知数的数目却大大增加了，使方
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程组变得不稳定。反之，选用大的像素可以降低未知数的数目，使方程组变

得更稳定，但是，系统模型 AX 的误差会变得更大。 
  
其实，使用互不重叠的均匀像素来表示一个图像并不是个理想的方案，

因为这个图像模型是不连续的，它人为地往所表示的图形中添入了本来没有

的高频分量。有些人尝试过用相互重叠的非均匀像素，如棉花球像素（图

6.12），来表示图像，并做图像重建。这样重建的图像确实有所改进。它提

供了一个更加接近现实的有限带宽的图像模型。 
 

 
图 6.12 用重叠的棉花球像素来代替传统的互不重叠的均匀像素可改进图像模型。 

使用棉花球像素的缺点是增加了计算复杂度。有另一种方案可以达到相

类似的结果，但计算复杂度很低。这个方案使用的是传统的互不重叠的像素

来表示图像，但是，反投影的图像要经过低通滤波。这个低通滤波器的卷积

核刚好取成那个三维的棉花球函数。换句话说，反投影的图像要用棉花球函

数做三维卷积（图6.13）。 
 

x

x

y

z

y

z

体素（即三

维像素） 

棉花球像素 

棉花球像素轮廓线 
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图 6.13 得到棉花球像素效果的另一途径。  

作为经验之谈，为了使逆问题更加稳定，我们认为图像的像素要比探测

器的像元要大。这样，可以保证图像像素的总数比不同角度的探测器的像元

的总数要小（图6.14）。在实际的数据采集过程中，最好选择大的探测器矩

阵（即小的探测器像元）。这对迭代算法的噪声控制很有成效。特别是，当

投影运算和反投影运算都考虑到了系统的分辨率模型，这样的选择更为重

要。一个比较平衡的选择是探测器像元的尺寸为图像像素的尺寸的一半。如

果图像是个 256x256x256 的矩阵，最好使用 512x512 的矩阵来采集投影数

据。如果你的成像系统无此选项，你可使用 256x256 的矩阵来采集投影数

据，然后把数据插值到 512x512 的矩阵中去，再用迭代算法做图像重建。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

棉花球像素 

三维卷积 

反投影后的图像 
棉花球像素的效果 
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图 6.14  探测器的像元比图像的像素要小对迭代重建很有帮助。 

6.6.4 迭代方法 — 精确建模 

如果把系统的点扩散函数（图6.15）以及在病人体内的射线衰减和散射都

反映在成像矩阵 A 中，也就是说矩阵 A 对这些物理因素建立模型，可以大

大减小数据 P 与模型 AX 间的非随机误差。假使你暂时还不准备对这些物理

因素在矩阵 A 中建立模型，你仍然可以选择是用成像的光束路径在像素内的

线段长度还是用面积大小来确定矩阵 A 中元素的数值（图6.16）。迭代重建

算法的一个主要优点就是可以选择如何对成像的几何和物理因素进行建模。

我们可以对投影数据与模型之间的误差在某种程度上给予控制。至少，我们

可以通过对成像的几何和物理因素进行精确地建模，而有效地控制其中的非

随机部分。建模误差的减小可导致图像误差的减小。建模误差的减小还可以

允许我们在同等图像噪声或较低的图像噪声的条件下使用更大的迭代次数以

获得更高的图像分辨率。 
 

 
图 6.15 投影运算矩阵 A 能够对系统随距离变化的分辨率及感光度进行建模。 

图像像素的大小=探测器像元的大小 图像像素的大小=2x探测器像元的大小 
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图 6.16 用面积大小加权比用线段长度加权要精确些，但运算量也大些。 

除了上面的三种方法，迭代算法还可以有第四种方法来控制噪声：考虑

随机噪声部分。我们可以在建立目标函数的时候把噪声的概率分布考虑进

去。第6.7节就专门讨论这个题目。 
 
除了投影数据外，我们如果对所要成的图像有些先验的知识，这些先验

知识对控制噪声和提高算法的稳定性很有用。 这就是第五种方法，我们会

在第6.8节做专门讨论。 

6.7 噪声模型建于似然函数中 

为了使噪声模型有效地工作，我们需要有冗余的数据，否则的话，建立

噪声模型对方程组求解没有帮助。图6.17中有两条线 L1 和 L2，它们代表两个

独立的测量数据及两个独立的线性方程。这两个测量数据可能含噪声，也可

能不含噪声。不管有没有噪声，不管你对 L1 或 L2 的测量数据哪个更加信

赖，方程的解总是这两条直线的交点。由于噪声的影响，这两条直线的交点

不见得就是真正的解。我们只有这两个数据，即使我们知道有噪声的影响，

我们也不知道怎样才能把解变得更准确些。 
 
 
 
 
 
 
 

ija
ija

长度加权 面积加权 
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图 6.17  两直线的交点代表这两个方程的解。  

如果我们有三个测量数据 L1，L2，和 L3 情况就不一样了（图6.18）。由

于噪声的影响，这三条直线并不交于一点。那怎么找到一个比较公正合理的

解呢？要得到一个比较公正合理的解需要考虑到每个测量值可能的误差。我

们要相对地重用误差较小的测量值，而对误差较大的测量值则不那么信任。   
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 6.18   如果我们有冗余的数据，而且方程组是不相容的，我们就要根据它们的噪声大小

对测量值进行加权，并确定合适的解。  

如果我们用方差 σ2 来描述测量值中噪声的大小，我们可以对测量数据用 
1/ σ2 来加权。这样，我们就可以使用基于方差的权因子建立目标函数。传统

的最小二乘法目标函数 
 

)()(22 PAXPAXPAX T −−=−=χ  

 
就变成了加权的最小二乘法目标函数 

1L

2L
2x

1x

解 

1L

3L

2x

1x

2L
3e

2e

1e 近似解 
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)()(2 PAXWPAX T

W −−=χ ， 

 

式中，W 是个对角矩阵
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= 22
2

2
1

1,...,1,1

N
diagW

σσσ
，及 N 是投影数据的数目

（即探测器像元的总数）。 
 
如果投影数据的噪声服从高斯分布，可以证明，对其似然函数求极大值

等价于对这个加权的最小二乘法目标函数求极小值。 
设第  i 个投影测量值  pi 是个高斯随机变量，其均值和方差分别为

XAxa ij
j

iji == ∑µ  和 2
iσ 。这里，Ai 是矩阵 A 的第 i 行。高斯分布的概率

密度函数是 
 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−= 2

2

2
)(exp

2
1)(

i

ii

i
i

pXApProb
σσπ

。 

 
我们假设所有的投影数据都是相互统计独立的。似然函数就是所有的投

影数据的联合概率密度函数： 
 

∏ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−=

i i

ii

i

pXAPProb 2

2

2
)(exp

2
1)(

σσπ
。 

 
我们的目的是找到一个图像 X 使上面这个似然函数达到极大值。这就是

“最大似然解”的含意。对这个似然函数取对数后，我们有 
 

∑∑ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

−
−=

i ii i

ii pXAPProb
σπσ 2

1ln)(
2
1))(ln( 2

2
。  

 
上面等式右边的第二项是个常数，它对求极值没有影响。所以，对似然

函数求极大值等价于对下面这个加权的最小二乘法目标函数求极小值 
 

)()()(
2

2
2 PAXWPAXpXA T

i i

ii
W −−=

−
= ∑

σ
χ 。  

 
如果数据的噪声不服从高斯分布，前面关于建立似然函数和目标函数的

方法仍然有效，只不过所得到的目标函数不同罢了。 
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6.8 利用先验知识 (贝叶斯法则) 

除了投影数据外，有时候我们对所要成的图像有些先验的知识。我们如

果在目标函数里多加一项，就可以把这些先验知识“塞进” 图像中去。 
 
举例说，如果我们事先知道图像X很光滑，我们就可以加一个惩罚项

2X∇ 来抑制尖锐的跳跃，并促进图像的光滑： 

 

新目标函数(X) =原目标函数(X) + β 2X∇ 。 

 

式中, β 是个控制参数。使用梯度的模的平方
2X∇ 为惩罚项可以推广到使用

“能量”函数U(X) 为惩罚项。能量函数U(X)的一般定义式是：  
 

∑ −=
ji

jiij xxVwXU
,

)()( ， 

 
式中的求和号是指在一个邻域内求和，V 是个凸函数，但 V 不见得一定要是

二次函数（图6.19）。如果 V 是二次函数的话，这个能量函数是要促进图像

的平滑性，抑制图像的跳跃。 
 

如果函数 V 比二次函数上升得慢的话，比如说 V 是线性的（如绝对值函

数），那么它可以用来平滑噪声，却保护住边界不至于被平滑掉。这个算法

怎么知道什么地方是边界而需要保护，什么地方是噪声而需要平滑掉呢？我

们现在来回答这个问题。假设噪声是由小幅度的跳跃组成，而器官之间的边

界是大幅度的跳跃。我们把绝对值函数 |x| 与二次函数 x2 做个比较。当 |x| 的
值很小的时候（可认为是噪声的波动），|x| > x2，绝对值函数相对来说比二

次函数有较强的惩罚，因而噪声被压制了。当 |x| 的值很大的时候（可认为

是器官之间的边界），|x| < x2，绝对值函数相对来说比二次函数有较弱的惩

罚，因而边界就被保护下来了。 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

图 6.19   根据应用的不同，惩罚函数可以有不同的形式。 

)(rV

r
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使用先验知识做图像重建的算法有多种叫法，比如，贝叶斯法则，MAP 
(Maximum a posteriori，最大后验概率) 算法，等等。 

 
新的目标函数事实上是个条件概率 Prob(X|P)。贝叶斯法则指出 
 

)(
)()|()|(

PProb
XProbXPProbPXProb = 。 

 
对其取对数后，我们有 

 
))(ln())(ln())|(ln())|(ln( PProbXProbXPProbPXProb −+= ， 

 
式中的第三项与未知图像 X 无关，可以从目标函数中去掉。贝叶斯目标函数

变为 
 

))(ln())|(ln()( XProbXPProbXL += , 

 
或形式上地表示为， 

 
(后验函数) = (似然函数) + β (先验函数)。 

 
等式右端的第一项是最大似然（ML）算法的目标函数，右端的第二项是关

于图像 X 的先验知识。这个表达式使我们看到我们在本节开头看到的新的目

标函数的合理性。 

6.9* 数学表达式 

6.9.1 ART 

ART 算法是个“行运算”算法。它每次考虑一条射线就更新一次图像。

ART 算法的表达式是 
 

T
i

i

i
当前

i当前下一个 A
A

pXA
XX 2

−
−= , 
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式中，AiX 执行的是沿着第i条射线的投影运算，pi 是在第 i 个探测像元上测

到的投影数据， ∑=
j

iji aA 22
是沿着第 i 条射线上各“贡献”因子的平方

和， T
icA 是把数值 c 沿着第 i 条射线做反投影。如果我们把上面的算法改写

成下面的形式 
 

i

T
i

i

i

i

current
icurrentnext

A
A

A
p

A
XAXX ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−= ， 

 
该算法的几何意义就比较明显了，见图6.20。 

 

图 6.20 ART 算法示意图。 

 
ART 算法有多种版本。其中一个版本是 SIRT（Simultaneous Iterative Re-

construction Technique 联立迭代重建方法）。这个方法并不是每考虑一条射

i
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线就更新一次图像，而是考虑了所有条射线后才更新一次图像。另一个版本

是每考虑一个投影角度就更新一次图像。还有一个版本是使用松弛因子（或

称阻尼因子）用减小步长的办法来使算法更稳定些。MART 算法又是一个不

同的算法。这里，字母 M 代表 Multiplicative，意思是“用乘法的”。这个

算法是用乘法，而不是加法，来更新图像。MART 算法的一个优点是，如果

初始图像是非负的，那么在往后的迭代中的图像都是非负的。 

6.9.2 共轭梯度算法 

CG（Conjugate Gradient 共轭梯度）算法是解下面这个正交方程组  
 

PAAXA TT = 。 
 
令 AAM T= 和 PAB T= 。正交方程组可写成 

 
BMX = 。 

 
矩阵 M 是个实对称的正定矩阵或半正定矩阵。下面是 CG 算法的实现步

骤。 
 
设立初始条件： 
 

0)0(
v

=X ， BR =0 ，和 00 R=∆ 。 

 
这三个图像矩阵都是以一维的列矩阵形式表达的。 
 
迭代过程 （for n = 1, 2, 3, … do）： 
 
更新步长（标量） nα ，它是两个标量的比 

 
( ) ( )1111 / −−−−= n

T
nn

T
nn MRR ∆∆α 。 

 
更新图像 
 

1
)1()(

−
− += nn

nn XX ∆α 。 

 
计算误差图像 
 

11 −− −= nnnn MRR ∆α 。 
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计算求搜索方向用的因子（标量） nβ  

 
( ) ( )11/ −−= n

T
nn

T
nn RRRRβ 。 

 
计算下次迭代要用的搜索方向 
 

1−+= nnnn R ∆β∆ 。 

 
endfor 
 
这个 CG 算法有下列性质： 
  
(1) 随着迭代次数的增加，Krylov子空间随之阔大。Krylov子空间 κn 有下面

等价的定义 
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=

=

=

=

n

n
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n
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XXXX

BMBMMBB

∆∆∆∆

κ

 

 
式中 1210 ,...,,, −nRRRR 表示由 1210 ,...,,, −nRRRR 张成的空间。 

 
(2) 误差向量是相互正交的，也就是， 
 

0=j
T
n RR ，j < n 。 

 
(3) 搜索方向是相互 M 共扼的，也就是， 
 

0=j
T
n M∆∆ ，j < n 。 

 
(4) 每一次迭代， )(nX 都在 Krylov 子空间 nκ 中使目标函数为极小值。因此，

如果 M 是个 mxm 的矩阵，CG 算法最多 m 次迭代就可收敛。 
 
CG 算法最为出众的优点是其特别的搜索方向 1−n∆ 。在一维子空间

1
)(

−+ n
nX ∆ 中找到的极小值，实际上是整个 Krylov 子空间 nκ 中的极小值。 
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6.9.3 ML-EM 

在发射型断层成像领域中，发射型数据的 ML-EM 算法是最为有名的迭代 
算法，其表达式为 

 

∑
∑∑

=
i

j

当前

jji

i
ij

i
ij

当前
j下一个

j xa
pa

a
x

x
ˆ

ˆˆ

, 

 
式中，对 ĵ 的求和是投影运算，与第6.9.1节中的 AiX 完全相同，而对 i 的求

和是反投影运算。这个算法用比值的形式来比较投影数据 pi 与对当前估计

的图像所做的投影运算  AiX。这个比值再被反投影到图像空间。求和式

∑
i

ija 是把常数 1 反投影到图像空间。这两个反投影的图像之比就是修正因

子，用来更新当前的图像。 
 
我们在下面给出发射型投影数据的 ML-EM 算法的推导。如果 p 是服从泊

松分布的一个随机变量，则其概率分布函数是 
  

!
)|Prob(

p
ep

pλλ λ−= , 

 
式中，λ 是该随机变量的期望值（即均值）。对于一个成像问题 AX = P 来
说，每一个图像像素发出的光子数是一个独立的泊松随机变量，而每一个测

量值 pi 都可看成是这些变量的和。测量值 pi 可以写成 
 

∑=
j

iji cp ， 

 
这里，cij 是一个泊松随机变量，其期望值是  

 

jijijij xacE == )(λ 。 

 
注意，X 不是随机的。 
 

我们来建立一个似然函数，即所有随机变量 cij 的联合概率分布函数： 
  

∏∏ −− ==
ji ij

jijxa

ji ij

c
ij

c
xa

e
c

e
ijc

jij
ij

ij

,, !
)(

!
Prob

λλ
。 
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对这个似然函数取对数，就可得到 
 

∑∑ −−=
ji

ijjijjijij
ji

cxaxac
,,

)!ln())ln((ln(Prob) 。  

 
等式右边的第二个求和项∑

ji
ijc

,
)!ln( 不含要估值的参数 xj；因而把它扔掉并不

会改变对似然函数求极大值的问题。为了求最大似然解 xj，我们要对下面的

目标函数求极大值： 
 

))ln((
,

jijjijij
ji

xaxacL −= ∑ 。 

 
“E”步骤： 
 
在上面的目标函数表达式中含有随机变量 cij，这对我们求极值大为不便。

“E”（Expectation 求期望值）步骤就是把随机变量 cij 用其期望值来代替。

这个期望值要用测量值 pi 和当前的参数估值 xj 来计算。具体地说，就是把 cij  
替换为 
 

i

k

当前
kik

当前
jij当前

iij p
xa

xa
XpcE

∑
=),|( 。 

 
这样一来，在完成的“E”步骤之后，目标函数就变成了 
 

∑ ∑ ⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=
ji

jijjiji

k

当前
kik

当前
jij当前 xaxap
xa

xa
XPLE

,
)ln(),|( 。 

 
 “M”步骤： 
 

为了对新的目标函数 ),|( 当前XPLE 求极大值，我们要对参数 xj 求偏导，

并令偏导的值为零。 即 
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从中解出 xj，就可最后的到 ML-EM 算法： 
 

∑ ∑∑
=

i
j

当前
jji

i
ij

i
ij

当前
j

j xa
pa

a
x

x

ˆ
ˆˆ

。 

 
其实，用乘法进行图像更新的 ML-EM 算法也可以写成用加法进行图像更

新的 ML-EM 算法。这样一来，它看上去就象一个梯度下降 算法了： 
 

)( 当前当前T当前当前下一个 AXPASXX −Λ+= ，  

 
其中，步长为  
 

}/{ ∑=
i

ij
当前
j

当前 axdiagS , 

 
根据噪声方差算出的权函数为 
 

}/1{/1 i
k

当前
kik

当前 pdiagxadiag ≈
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=Λ ∑ 。 

 
在实际的数据采集过程中，测量噪声并不严格地遵守高斯分布或泊松分

布。作者个人认为，测量噪声的分布函数是什么并不重要。重要的是要知道

噪声的方差，因为方差要用来对测量数据进行加权。举例来说，有一个成像

系统，其测量数据 pi 的噪声方差是, 
 

iii psp =)   的方差 ( , 

 
式中，si 是系统的一个比例因子，pi 不见得服从泊松分布， ip 是 pi 的期望

值。根据成像方程 
 

ik
k

ik pxa =∑ , 



164   第6章 迭代重建 

 
我们可以对 ML-EM 算法进行修正，并得到一个更一般的图像重建算法： 
 

∑
∑∑

=
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j

当前

jjii

i
ij

i i
ij

当前
j下一个

j xas
pa

s
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x
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ˆ
ˆˆ1 。 

 
如果我们把这个修正的算法写成用加法进行图像更新的形式，其根据噪声方

差算出的权函数就是 
 

( )}/1{/1 ii
k

当前
kiki

当前 psdiagxasdiag ≈
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑Λ 。  

 

6.9.4 OS-EM 

对 ML-EM 算法稍微修改一下就可以得到其“有序子集”的变形： 
 

∑ ∑∑ ∈
∈
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k

k
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j

当前
jji

i
ij

Si
ij
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式中，Sk 表示投影数据的第 k 个子集。 

6.9.5 MAP (Green 的迟一步算法) 

只要在分母加一个惩罚项，ML-EM 算法就可改造成一个 MAP（即贝叶

斯）算法： 
 

∑ ∑∑
∂

∂
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=
i

j

当前
jji

i
ij

i
当前
j

当前

ij

当前
j下一个

j xa
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x
x

ˆ
ˆˆ)(β
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式中，U(X) 是第6.8节所定义的能量函数，β 是控制参量。严格说来，这不

是一个真正的 MAP 算法，因为函数 U 按理说应该用更新后的图像 X下一个 来
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计算，而我们还不知道 X下一个 是什么。所谓“迟一步”就是指迟一步计算能

量函数。 

6.9.6 匹配的和不匹配的投影运算与反投影运算对 

这是一个有争议的话题。这有一点象宗教信仰，你如果相信并努力去实

践，确实能得到好处。如果你不相信，就对它嗤之以鼻好了。在离散的情况

下，投影运算就是乘以成像矩阵 A 而反投影运算就是乘以转置矩阵 AT。当

反投影矩阵是投影矩阵的转置的话，这两个矩阵（或，这两个运算，这两个

算子）就称为匹配的。当反投影矩阵不是投影矩阵的转置矩阵的话，这两个

矩阵（或，这两个运算，这两个算子）就称为不匹配的。 
 

在解析算法中，图像的像素是一个点。图像并没有被离散化。它的投影

算子，虽然没有出现在算法中，是对连续图像的积分。它的匹配的反投影算

子也把像素看成为一个点。这样的反投影算子有时被称为由像素决定的反投

影算子。在像素决定的反投影算子的实现中，我们以一个像素为出发点，然

后找到它在探测器上的响应的位置，并从那里到反投影数值。 
 
在迭代算法中，图像的像素是一个面积，而不是一个点。它的投影算子

每个探测元都对应于一条射线。这条射线与图像像素相重叠的部分就是该图

像像素对该探测元的贡献。这样的投影算子有时被称为由射线决定的投影算

子。它的匹配的反投影算子就是由射线决定的反投影算子。 
 

如果让投影算子（即矩阵 A）对成像的几何结构和物理效应做尽量准确的

建模，那么非随机的建模误差就会大大减小。这一点是没有争议的。问题是

应不应该用不匹配的反投影算子。在实际应用中，两方面的例子都有。在一

些例子中，使用不匹配的投影/反投影对比使用匹配的投影/反投影对运算量

要小，而且有较少的伪影。但在另一些例子中，使用不匹配的投影/反投影

对比使用匹配的投影/反投影对却有较多的伪影。我们需要提醒读者的是，

使用匹配的和不匹配的投影/反投影对所得到的重建图像一般来说是不同

的。 
 
很显然，在一个迭代算法中，我们不能随便抓一个反投影算子就拿来

用。例如，用扇形束的反投影算子来重建平行光束的图像就肯定不行。选择

反投影算子的最低要求是先投影再反投影的运算只能让图形变模糊，不能让

图形造成畸变，也不能有其它移动（如平移，旋转）。如果一个投影/反投

影对施用于一个点源上，其结果只能是在原位置上变得模糊一些而已。 
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接下来，我们来看一看当我们更换一个反投影算子时，方程组 AX=P 的解

究竟会如何变化。让我们来考虑下面这个改动过的 Landweber 迭代算法，其

中，反投影矩阵是 BT，但 BT 不见得是 AT。这个算法本质上是梯度下降法： 
 

),( 当前T当前下一个 AXPSBXX −+=  

 
式中， },...,,{ 21 nsssdiagS =  是个对角矩阵，主对角线上的元素都是正实

数。它的第 j 个 sj 元素控制着第 j 个未知数（即第 j 个图像像素）的迭代更

新步长。定义矩阵 T 为 
 

ASBIT T−= , 
 

式中 I 是单位矩阵。那么，这个改动过的 Landweber 迭代算法每次迭代后的

值有个一般表达式： 
  

PSBITTXTX Tkkk )...()0(1)1( ++++= ++ 。 

 
这里，k 是迭代次数， )1( +kX 就是 下一个X ， )(kX 就是 当前X ， )0(X 就是初始

条件（即初始图像），等等。这个算法会收敛当且仅当 1|}{|max <i
i

λ ，i=1, 

2, …, n，其中 λi is 是方阵 T 的特征值。如果 BTA 的特征值全是正值，只要

步长 S 取得足够小，那么这个收敛条件总是可以满足的。当这个算法收敛以

后，方程组的解是 
 

PBABX TT 1)( )( −∞ = ， 

 
这个解对反投影矩阵BT的依赖性很强。在 A-1 和 B-1 都存在的很特殊的情况

下，方程组的解  
 

PAX 1)( −∞ =  
 
才与反投影矩阵 BT 无关。如果 BTA 的特征值有负值的话，矩阵 T 所对应的

特征值就会大于 1，这个算法就会发散。 
 

在一般情况下，如果使用不匹配的投影/反投影对，最后收敛的解和中间

结果都与反投影算子有关。匹配的投影/反投影对是解下面这个方程组： 
 

PAAXA TT = ， 
 

而不匹配的投影/反投影对是解下面这个不一样方程组： 
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PBAXB TT = 。 
 
为了加快算法的收敛速度，有人把斜坡滤波和反投应结合起来，看成一个新

的反投影算子。这个新的反投影算子是先做斜坡滤波，再做匹配的反投影。 
 

把不匹配的投影/反投影对与匹配的投影/反投影对做个比较，它们对原方

程组施加了不同的权函数，进而有不同的噪声效应。它们在采样和数据插值

等方面也有不同的性质。这些差别对重建的图像有多大影响，要看具体的成

像问题而定。该不该使用不匹配的反投影算子，和使用什么样的反投影算子

要具体问题做具体分析。 

6.10* 利用 l0 极小化来重建极度欠采样数据 

从文献上我们看到有人只用 10 个角度的投影数据就能相当准确地重建出

一个 256x256 的图像。这不是在变魔术吧？因为象这样的成像问题一般至少

需要 100 个角度的投影数据呢。 
 
让我们看看他们是怎么做的。他们把成像问题叙述成一个求条件极小值

的问题： 
  

0min X
X

ψ ， 约束条件：AX = P 

 
式中， 0• 是 0 伪范数，ψ 是稀疏变换。0 伪范数的概念不难理解。它就是

向量中非零分量的个数。举例来说，如果 ]7,1,0,0,3[=vv ， vv中有 3 个非零元

素，所以 30 =vv 。 

 
这种方法的窍门在于使用了一个特别的稀疏变换 ψ。这个变换没有什么特

别的定义，它可以是任何数学变换，只要它能把一个普通的图像变成一个稀

疏的图像，其中决大多数（比如，97%）的像素是零。 
 
如果一个普通的图像是个分段常数的图像（也就是说，这个图像可被分

割成一些子区域，在每一个子区域内，像素的值是同一个常数），那么你就

可以用 ∇ （即梯度的幅度）做为稀疏变换 ψ（图6.21）。 
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图 6.21  稀疏变换把原本图像中的一些本质的信息提取出来变成一个稀疏的图像。 

一个实际的医学图像并不是一个分段常数的图像。它的梯度图像并不那

么稀疏。所以，在实际应用中要找到一个稀疏变换 ψ 是个十分棘手的事。  
 
另一个难题是如何求解 l0 极小化问题（即在有约束条件的情况下求 0 伪

范数的极小值）。我们还真不知道怎么有效地求它的极小值。我们通常是用 

l2 模（即 2 范数）来建立目标函数，它是个象
2∑

i
iv 那样的最小二乘函数，

运用起来十分方便。你想干什么都行。象求导数之类的运算，简直是易如反

掌。但是，对高度欠采样的数据用l2模建立的目标函数结果并不理想。  
 

另一个常用的选择就是 l1 模（即 1 范数） 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∑

i
iv 。它选择最优图像的本

领虽不如 l0 伪模，但比 l2 模要强。话又说回来，在做数学运算的时候，l1 模

不象 l2 模那么方便，但要比 l0 伪模方便得太多了。  
 
现在我们用两个例子来看看 l2 模，l1 模，和 l0 伪模之间的不同。模是对距

离或长度的某种度量。我们先看一个例子。我们考虑二维 x-y 坐标系中的一

个点（3, 4）。我们来求这个点到原点（0, 0）的“距离”。如果我们用 l2 模

来定义距离，那么这个点的l2距离是 543 22 =+ 。如果我们用 l1 模来定义距

离，那么这个点的 l1 距离是 743 =+ 。如果我们用 l0 伪模来定义距离，那

么这个点的 l0 距离是 211 =+ 。 
 
我们再看一个例子。我们考虑二维 x-y 坐标系中的另一个点（0, 4）。我

们来求这个点到原点（0, 0）的“距离”。如果我们用 l2 模来定义距离，那

么这个点的l2距离是 440 22 =+ 。如果我们用 l1 模来定义距离，那么这个点

的 l1 距离是 440 =+ 。如果我们用 l0 伪模来定义距离，那么这个点的 l0 距

离是 110 =+ 。 

ψ
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图6.22显示了用 l2 模，l1 模，和 l0 伪模定义的单位圆。除了 l2 模的单位圆

外，另外两个单位圆看上去根本就不象圆。某一种度量要成为模（即范数）

它一定要满足一组公理。一个伪模几乎就是一个模了，只是它不满足其中一

个公理，即三角不等式公理。 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 6.22  所谓单位圆是指与原点距离为 1 的点的轨迹。左图：l2 模的单位圆。中图：l1 模的

单位圆。右图：l0 伪模的单位圆。 

在实际成像过程中，模型 AX = P 总是不相容的，一是因为有数据的随机

噪声，二是因为成像模型 AX 的非随机误差。所以用 AX = P 作为一个最优化

问题的约束条件来是不合适的。这个时候，我们只能用贝叶斯方法来建立目

标函数。我们可以用第6.8节的方法建立一个目标函数，所不同的是，我们

要把那里的能量函数 U(X) 换成图象 X 的稀疏变换的某一个模。如果图象 X 
的稀疏变换的这一个模可以求导数的话，我们就可以用第6.9.5节所介绍的

“迟一步”算法来重建图像。 
 

你也许听到过全变差极小化方法。所谓 TV（Total Variation 全变差）范数

实际上就是梯度的 l1 范数： 
  

∑ ∇=∇=
i

ivvvTV 1)( 。 

 
在实际的 TV 范数计算中，要引进一个很小的参数 ε 
 

∑ +∇≈
i

ivvTV 22)()( ε ， 

 
这样的话，就可以对 TV 范数求导了。应用第6.9.5节的 Green 迟一步 MAP 
算法，就可得到一个由全变差范数来约束的 EM 算法，即 TV-EM 算法： 

 

1

1

1

1
x xx

yyy
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为了求 TV 范数，对于二维图像 X，我们在这里暂时把每一个像元用双下标

表示为 xk,l。 那么，TV-EM 算法中要用到的偏导数就可以这样得到 
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,1,,1

22
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2
1,1,1
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2
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,1,

,

ε

ε

ε
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−

+−+−

−
+

+−+−

−
=

∂
∂

++

++

−−−+

−

−+−−

−
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lklklklk

lklk

lklklklk

lklk
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xxxx

xxx

xxxx
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xxxx
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x

XTV

  

 
用高度欠采样的数据进行图像重建是一个很吸引人的研究领域。   

6.11 例题 

例题 1 对任何矩阵 A，其广义逆 A+ 必须满足下面四个性质： 
  

AAAA =+ ，  
+++ = AAAA ，  

( ) AAAA ++ =
*

，  

( ) ++ = AAAA
*

。  

 
这里， *M  是矩阵 M 的赫米特转置矩阵（也称作共扼转置）。对于实矩

阵来说，它就是转置矩阵而已。下面，我们假设矩阵A 是个实矩阵。 
 
请验证如果 1)( −AAT 存在的话， TT AAAA 1)( −+ = 是矩阵 A 的广义逆矩阵。请

验证如果 1)( −TAA 存在的话， 1)( −+ = TT AAAA 是矩阵 A 的广义逆矩阵。 

 
证明 
 

情形 1: 如果 1)( −AAT 存在的话，矩阵 A 的广义逆是 TT AAAA 1)( −+ = 。 
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性质 1:  

左 = ( ) ( ) ( ) AAAAAAAAAAAAAA TTTT ===
−−+ 11

= 右  

 
性质 2: 

左 = ( ) ( ) ( ) ( )( ) TTTTTTTT AAAAAAAAAAAAAAAAA
1111 −−−−++ ==  

( ) +−
== AAAA TT 1

= 右 

 
性质 3: 

左 = ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) IAAAAAAAAAA
T

TT
T

TTT
===

−−+ 11
  

右 = ( ) ( ) ( ) IAAAAAAAAAA TTTT ===
−−+ 11

  

 
性质 4: 

左 = ( ) ( )( ) ( )( ) T
T

T
T

TTT
AAAAAAAAAA

11 −−+ ==  

( )( ) ( ) +−−
=== AAAAAAAAAA TTTTT 11

= 右 
 

 
情形 2: 如果 1)( −TAA 存在的话，矩阵 A 的广义逆是 1)( −+ = TT AAAA 。 

 
性质 1:  

左 = ( ) ( )( ) AAAAAAAAAAAAAA TTTT ===
−−+ 11

= 右  

 
性质 2: 

左 = ( ) ( ) ( ) ( )( ) 1111 −−−−++ == TTTTTTTT AAAAAAAAAAAAAAAAA  

( ) +−
== AAAA TT 1

= 右 

 
性质 3: 

左 = ( ) ( )( ) ( )( ) AAAAAAAAAA
T

TT
T

TTT 11 −−+ ==  

( )( ) ( ) AAAAAAAAAA TTTTT +−−
===

11
= 右 

 
性质 4: 

左 = ( ) ( )( ) ( )( )( ) IAAAAAAAAAA
T

TT
T

TTT
===

−−+ 11
  

右 = ( ) ( )( ) IAAAAAAAAAA TTTT ===
−−+ 11
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例题 2 在第6.1节中，我们用 SVD 把矩阵 Amxn 分解成 T
nnmmnm VUA ××× = Σ ，并

定 义 TUVA ++ = Σ （ 假 定 0>rσ ） 以 及 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=+

× 00
0r

mn

D
Σ ， 其 中 ， 

}0,...,0,1,...,1,1{
21 r

r diagD
σσσ

= 。根据例题1中的四条性质， TUVA ++ = Σ 是

不是矩阵 A 的广义逆矩阵？在什么条件下 TUVA ++ = Σ 是矩阵 A 的广义逆矩

阵？  
 
解 
 

把性质 1 应用到 TUVA ++ = Σ 和 T
nnmmnm VUA ××× = Σ 上，我们得到 

 
( ) ( ) TTTTTTT VUVUUVVUVUUVVUAAA ΣΣΣΣΣΣΣΣΣ ++++ === 。 

 
为了满足 ++ = AAAA ，我们必须有 
 

ΣΣΣΣ =+ ， 
 
此式等价于 
 

},,...,,...,,{

},...,,...,,{}0,...,0,1,...,1,1{},...,,...,,{

21

21
21

21

mr

mr
r

mr

diag

diagdiagdiag

σσσσ

σσσσ
σσσ

σσσσ

=
 
即 
 

0...1 ===+ mr σσ 。 

 
因为 
 

0......21 ≥≥≥≥≥ iσσσ ， 

 
所以，性质 1 等价于  
 

01 =+rσ 和 0>rσ 。 

 
我们再来看看性质 2： 
 

+++ = AAAA ， 
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此式等价于  
 

}0,...,0,1,...,1,1{}0,...,0,1,...,1,1{
2121 rr

diagdiag
σσσσσσ

= 。 

 
这个性质总是满足的。 
 

性质 3 ( ) AAAA ++ =
*

和性质 4 ( ) ++ = AAAA
*

都意味着  

 
}0,...,0,1,...,1,1{}0,...,0,1,...,1,1{ diagdiag = ， 

 
这个等式总是满足的。 
 

把上面的讨论总结一下， TUVA ++ = Σ 要成为矩阵 A 的广义逆矩阵需要满

足条件 TUVA ++ = Σ  
 

01 =+rσ 和 0>rσ 。 

 
但是，在实际应用中，截断指标 r 总是选择得远远小于这个值（也就是说，

一些很小的特征值被看做为零值了），以获得一个稳定的解。 
 
例题 3 下面的图像都不满足投影数据。这三个解中，哪一个是最优解？

（比较它们的χ2） 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 6.23  这三个图像都试图去满足投影数据。 

解 
 

i) χ2 = 02 + 02 + 12 +12 = 2，(  最优) 
ii) χ2 = 02 + 02 + 22 +02 = 4， 
iii) χ2 = 12 + 02 + 12 +22 = 6。 

 
例题 4 对图6.24所示的成像问题，找其最小二乘的解（即重建图像）。 

(i)

6 5

7

6

2 5

5 1

(iii)(ii)

6 5

7

6

6 5

7

6
4 3 3 3

2 42 4
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图 6.24  一个 2x2 矩阵的图像重建问题。  

 
解 
 
这个成像问题 AX = P 的成像矩阵 A 是 
  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1100
0011
1010
0101

A 。 

 
矩阵 A 的秩是 3。方程组 AX = P 是不相容的，因而这个问题无解。 我们

现在用奇异值分解（ SVD）的办法找一个伪解。在  Matlab 中使用 
X=pinv(A)*P 即可得到 x1 = 2.25，x2 = 1.75，x3 = 1.75，及 x4 = 1.25。 

 

例题 5 设 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

10
02

A 。 求 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
1

0uv 的共扼方向 1uv 。 

 
解 

 

共扼方向是用这个关系式定义的： 0)( 10 =⋅ uAAu T vv
，式中 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

10
04

10
02

10
02

AAT 。 

 
我们还知道 
 

0
1

1
1
1

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
。 

 

1x

5

3

2

4

2x

3x 4x
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那么从 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1

1
10
04

1uv 就可解出 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
4/1

1
1

10
04/1

1uv 。 

 
（如果你愿意的话，你可以把 1uv 变成单位向量。） 

 
矩阵 ATA 确定了一个二次型，在这个题目里它是个椭圆。这个例题的用

意是，对任意给定的一个初始方向，按 ATA 所确定的二次型画一个椭圆。这

个椭圆要与 0uv 相切。如果你沿着共扼方向 1uv 走的话，你就会走到椭圆的中

心 （图6.25）。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 6.25 共扼方向。 

例题 6 对于给定的初始图像和投影数据，依照 ML-EM 算法，计算做一次

迭代后所得的图像。 

 
 

图 6.26 例题6的初始图像和投影数据。  

1 1

1 1

4 0

8

4

初始图像 

投影数据 

0uv

1uv

2

1
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解 
 
第一步，计算当前图像的投影。 

 
 
第二步，计算给定的测量数据与当前图像的投影数据的比值。 
 

 
 
第三步，对比值做反投影。 

 
 
第四步，对常数 1 做反投影。 

 

2 2

2

2

1 1

1 1

初始图像 

对当前图像的投影

2 2

2

2

4 0

2 0

8

4

4

2

给定的（即测量的）投影数据

对当前图像的投影

2 0

4

2

6 4

4 2

1 1

1

1

2 2

2 2

比值 

比值 

常数 1 
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第五步，计算从第三步得到的图象与从第四步得到的图象的比值（即逐

个像素地做除法）。 
 

 
 
第六步，用逐个像素做乘法的方式更新图像（注意，这不是做矩阵乘

法）。 
 

 
 

 
例题 7 用贝叶斯方法为下面的方程组找一个稳定的解 
 

⎩
⎨
⎧

=+
=+

。   1001.0
2.101.0

21

21

xx
xx

 

 
解 
 
我们假设测量值可能会有误差，那么这个方程组可以写成 
 

⎩
⎨
⎧

+=+
+=+

。1001.0
2.101.0

221

121

δ
δ

xx
xx

 

 
这个改动过的方程组的解是 
 

⎩
⎨
⎧

−+=
+−=

。1.1111.11122.22
11.1111.0978.0

212

211

δδ
δδ

x
x

 

 
可以看出，x2 对测量噪声很敏感。如果我们做一个先验的假设“x1 的值

与 x2 的值很接近”，并用贝叶斯方法来解决这个问题。这个先验的假设代表

了我们在采集数据之前就有的知识或信心。它也可以看做是个概率分布。这

里我们把它当作惩罚函数项放在目标函数中： 

6 4

4 2

2 2

2 2

3 2

2 1

1 1

1 1

3 2

2 1

3 2

2 1
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2

21
2

221
2

12121 )()1001.0()2.101.0(),( xxxxxxxxF −+−−++−−+= βδδ 。 

 
请注意，式中的 β 并不是拉格朗日乘数，而是一个预先给定的常数。为

了求 F(x1，x2) 的极小值，我们令 0/ 1 =∂∂ xF 和 0/ 2 =∂∂ xF 。这使我们得到

了一个新的不同的方程组： 
  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++

+++
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−

−+
)1)(001.0()2.1)(01.0(

)1()2.1(
001.001.0011.0

011.02

21

21

2

1
22 δδ

δδ
ββ

ββ
x
x

。

 
这个方程组的解取决于 β 的值，也取决于 δ1 和 δ2 的值。在下面的两个表

格中，我们列出的一些 MAP 方法的解。 
 
第一种情况：无噪声（δ1 = δ2 = 0） 
β 0 0.01 0.1 1 10 100 

条件数 50000 200 22 5.7 22 200 
x1 0.978 1.094 1.094 1.094 1.094 1.094 
x2 22.222 1.178 1.103 1.095 1.094 1.094 

 
第二种情况：有噪声(δ1 = -δ2 = 0.2) 
β 0 0.01 0.1 1 10 100 

条件数 50000 200 22 5.7 22 200 
x1 0.733 1.094 1.095 1.095 1.095 1.095 
x2 66.667 1.357 1.122 1.098 1.096 1.095 
 
把先验知识项加进目标函数后，方程组变得稳定些了。稳定的方程组对

应着小的条件数。这个例子还告诉我们，使用先验知识改变了原问题。即使

在没有噪声的情况下，MAP 方法的解与原问题的真正的解也不一样。如果

你打算使用贝叶斯方法，一定要当心，保证所假设的先验知识是合理的。 
 
例题 8 试证明，在每次 ML-EM 算法迭代之后，投影运算的结果的总和与

原始投影数据的总和是一样的： 
 

∑∑ ∑ =
i

ij
i j

ij pxa )( 。 

 
证明 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

∑
∑

∑
∑ ∑∑ ∑

k

当前
knk

n

n
nj

n
nj

当前
j

i j
ijj

i j
ij xa

pa
a

x
axa  
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∑
∑∑

∑

∑
=

k

当前
knk

n

n
nj

j
n

nj

j
ij

当前
j xa

pa
a

a
x  [交换求和次序] 

 
   

∑
∑∑=

k

当前
knk

n

n
nj

j

当前
j xa

pax          [ ∑∑ =
n

nj
j

ij aaQ ] 

  

∑

∑
∑=

k
knk

当前
j

j
nj

n
n xa

xa
p

当前
                       [交换求和次序]  

  
∑=
n

np 。 

 
 
例题 9  用计算机模拟举例演示在 ML-EM 算法中，图像中分辨率的恢复

速度与位置有关。 
 
解 
 
一个计算机产生的二维模型如图6.27所示，用此模型可用计算机产生投影

数据，可加泊松噪声，也可不加噪声。在数据产生过程中没有考虑光束的衰

减及散射，和系统的分辨率影响。也就是说，投影数据是理想的物体的线积

分。图像有 256x256 个像素。投影数据产生在 256 个角度，均匀地分布在

360º 的区间内。 
 

 
图 6.27  原本图像 (数学模型)。 
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图像是用 ML-EM 迭代算法重建的。图6.28中显示了两个重建的图像，左

边那个用了 25 次迭代步骤，右边那个用了 250 次迭代步骤。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 6.28 ML-EM 迭代算法的重建图像。  

经过 250 次迭代以后，该算法就差不多收敛了，而且图像上的分辨率也

比较均匀。如果算法在第 25 次迭代后马上停止，这时候算法还没有收敛，

图像上的分辨率也不均匀。在物体的边缘分辨率高一些。在中心分辨率收敛

得慢一些。 
 
提早停止收敛的目的是控制噪声。这一点在图6.29中做了说明。图6.29中

显示了两个图像。左边那个用了 25 次迭代步骤，右边那个用了 250 次迭代

步骤。 
 

 
 
 
 
 
 
 

25 次迭代 250 次迭代 

25 次迭代 250 次迭代 
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图 6.29  用 ML-EM 迭代算法重建的图像，它们用的是同样的含噪声的投影数据。 

用250次迭代步骤得到的图像比用25次迭代步骤得到的图像噪声要多一

些。如果我们对用250次迭代步骤得到的图像进行低通滤波，图像中的噪声

降低了许多，但仍然保值着均匀的分辨率（图6.30）。所以，要一直迭代到

收敛，再用低通滤波器来控制噪声。这是我们推荐的方法。 
 

 
图 6.30 对用 250 次迭代步骤得到的图像进行低通滤波，所得的图像有均匀的分辨率而且

噪声不大。   

另一方面，当投影数据是理想的线积分时，二维平行光束的 FPB 算法所

得到的图像具有均匀的分辨率（图6.31）。但是，当成像系统不是理想的，

其分辨率和感光性都随位置而变，目前的 FBP 算法还不能足够精确地对系

统建模，因而不能使重建的图像具有均匀的分辨率。 
 

250 次迭代 

做了低通滤波 
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图 6.31 使用无噪声和有噪声的投影数据，FBP（先滤波后反投影）算法重建的图像。 

6.12 小结 

• 图像重建的解析算法与图像重建的迭代算法之间的主要区别在于

对图像的模型化。在解析算法中，我们假设图像是连续的，每个

像素只是一个点。这些离散的点是以图像显示为目的的。这些点

的选择可以是随意的，与图像重建无关。但是，在迭代算法中，

每个像素是个小面积。这个小面积在计算当前图像的投影数据时

要用到。像素模型对重建图像的质量好坏影响很大。 
 
• 图像重建的解析算法与图像重建的迭代算法之间的另一个区别是

解析算法着力对一个积分方程求解，而迭代算法着力对一个线性

方程组求解。 
 

• 一般来说，解一个线性方程组比解一个积分方程要容易。我们可

以用一个线性方程组把真实的成像几何结构与成像物理效应模型

化。如果把这些效应放到积分方程中去，这个积分方程就不见得

有闭合形式的解了。所以，迭代算法比解析算法可以解决更实际

的成像问题，迭代算法比解析算法得到的重建图像更为准确。 
 

• 迭代算法是用来对目标函数做极小化的。目标函数可以有效地考

虑测量值的噪声影响。目前的解析算法还不能对噪声建模，对噪

声的控制只能靠在频率域中加窗函数的手段来达到目的。 
 

• 在发射型断层成像的图像重建中，ML-EM 和 OS-EM 迭代算法的

使用率最高。这两个算法都假设了泊松噪声模型。 
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• 即使目标函数已经包含了噪声模型，重建的图像中还是有很多噪

声的。 一般来说，可以用五种方法来控制噪声。 
 

• 第一种方法是在算法收敛以前就提前停止迭代运算。这个方法简

单易行，但它的缺点是它得到的图像中的分辨率可能不均匀。一

个补救的办法是让算法迭代到收敛，再用低通滤波器来抑制高频

噪声。 
 

• 第二种方法是用平滑而互相重叠的像素来代替平坦而不重叠的像

素。平坦而不重叠的像素可以人为地往图像中引入很多高频分

量。平滑而互相重叠的像素就可以去掉这些人为造成的高频分

量。但是，这个方法提高了运算复杂度。一个补救方案是仍旧采

用传统的平坦而不重叠的像素，但对每一个反投影的图像都做低

通滤波。 
 

• 第三种方法是在投影/反投影对中对成像的几何结构和物理效应做

更精确的建模。这个方法的主要目的是减小投影模型与测量数据

之间的非随机误差。 
 

• 第四种方法是应用正确的噪声模型来建立目标函数。作者的个人

观点是，用什么联合概率密度函数来建立目标函数并不十分重

要，我们不需要过分担心噪声的分布是否严格遵守高斯分布，或

是否严格遵守泊松分布。重要的是测量值的噪声方差一定要准

确，一定要用准确的噪声方差对测量数据进行加权。 
 

• 第五种方法是使用先验知识。如果投影数据没有携带足够的图像

信息，这可能由于没有足够的测量数据，或数据的噪声太大。物

体的先验知识可以用来增补关于图像的信息。这可以使迭代算法

更加稳定。但是，我们一定要小心，如果这个先验知识并不准

确，它可能误导算法，使其收敛到一个错误的图像上去。 
 

• 在阅读了本章以后，读者应至少知道描述成像的方程组是如何建

立的，以及 ML-EM 迭代算法是如何工作的。 
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第7章 MRI 中的图像重建  

7.1 磁 “M” 

MRI 是磁共振成像（Magnetic Resonance Imaging）的缩写。MRI 的工作

原理与发射型断层成像和透射型断层成像都相差很远。MRI 所显示的是一幅

一个截面内的“质子密度”图像。MRI 的数据可视为这个平面内的质子密度

函数的加权面积分，其权因子是“频率”的函数。 
 
在这一章中，我们用简浅的语言，不太严谨地介绍 MRI 的工作原理。

MRI 的目的是获得病人体内的氢原子（H+）的分布图。 
 
氢原子就是一个质子而已，它携带一个单位的正电核，而且不停地自我

旋转。自旋的电核在它周围产生了一个小磁场，就象一个小磁铁一样（图

7.1）。我们把这个小磁铁叫磁矩 µv，磁矩是一个向量。方向是向量的一个

重要因素。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 7.1  一个自我旋转的质子就象一个小磁铁一样可以产生磁场。 

如果外界没有一个强磁场存在，人体内部的质子磁矩 µ
v
的方向是随机排

列的。所以，净磁矩（即所有磁矩的总和）是 0
v

(图 7.2)。 

+H

µv

N

S
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图 7.2   如果没有强的外界磁场，净磁矩是零。  

如果外面加了一个很强的磁场，净磁矩就不再是零了。我们把这个净磁

矩记为向量 M
v
（图 7.3）。我们必须指出，即使在有一个很强的外部磁场存

在的情况下，也不是所有的磁矩µv都指向同一方向。大约有一半的磁矩指向

外磁场方向，而另一半指向与外磁场方向相反的方向。所以，净磁矩 M
v
的

幅度是相当小的，其幅度正比于 
 

KT
B

2
0hγ

, 

 
这里 T 病人体内的绝对温度（单位是 ˚K 卡尔文度），K 是波尔茨曼常数

（8.62x10-11 MeV/˚K 兆电子伏特/卡尔文度）, h是普朗克常数（6.6252x10-27 
ergs 尔格），B0 是磁场强度（单位是 Tesla 特斯拉），而γ 是一个与原子有

关的常数（ 对于氢原子核 H+，它的值是 42.58 MHz/Tesla 兆电子伏特/特斯

拉）叫旋磁比。我们看到要获得足够强的信号，必须有足够强的外加磁场。  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 7.3   在有外在强磁场的情况下，可以观察到一个小的非零净磁矩。  

0
v

 
N

S

0B
v

M
v
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为了解释 MRI 的物理原理，我们还要引入另一个物理概念—进动。我们

来观察一下旋转的玩具陀螺（或一个陀螺仪）。我们发现，陀螺除了自旋以

外， 还有另外一个运动：自旋的转轴绕着重力（它是一个外力）的方向旋

转。这个自旋的转轴绕着重力方向旋转的运动就叫进动（图7.4）。如果陀

螺不做自旋运动，进动也不会发生，陀螺就会倒在地上。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 7.4   一个做自旋运动的陀螺，在重力的作用下，绕着垂直的轴线做进动。  

7.2 共振 “R” 

我们有一个叫做净磁矩的向量M
v
，这个向量一直做着自旋运动。在正常

状态下，向量M
v
的指向与外部磁场 0B

v
的方向是相同的。如果我们有办法把

向量 M
v
撞得失去平衡，向量 M

v
的指向与外部磁场 0B

v
的方向就不同了。这

时候，就象玩具陀螺绕着重力方向做进动一样，向量M
v
就会绕着 0B

v
的方向

做进动（图 7.5）。进动的频率叫做拉莫尔频率，拉莫尔频率是这样计算的 
 

00 Bγω = , 

 
式中 B0 是外磁场的磁场强度，γ 是旋磁比。对质子来说， γ = 42.58 兆电子

伏特/特斯拉。如果我们的 MRI 设备所产生的磁场强度是 1.5 特斯拉，那么

净磁矩的进动拉莫尔频率大约是 64 兆赫芝（MHz），这个频率很接进调频

（FM）收音机的频率。  
 

进动轴 

自旋轴 
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图 7.5 质子以 ω0 的拉莫尔频率做进动。 

当净磁矩M
v
被从它的稳定状态撞开后，就会发射出信号。MRI 信号不外

乎是从病人体内发出的 64 兆赫芝的无线电频率的电磁波。所以，MRI 信号

也叫 RF（Radio Frequency 无线电收音机频率，或称射频）信号。该信号的

强度与病人体内的质子密度成正比。 
 
要把净磁矩M

v
从它的稳定状态撞开可不是一件容易的事。为了看清楚如

何去移动向量M
v
，我们来建立一个虚拟的环境，让向量M

v
感觉不到外界磁

场 0B
v

的存在。 

 
首先， 我们把向量M

v
放到游乐场里的一个转动的旋木（或旋转平台）上

（图 7.6），这个旋木正在以拉莫尔频率做高速旋转。我们过一会儿要想个

办法让使M
v
离开平衡位置。这时，向量M

v
是笔直地站在旋转平台上，并做

着自旋。它与旋转平台之间没有任何运动。即使向量M
v
不是笔直地站在旋

转平台上，而是与旋转平台有个夹角，它就这么斜着站在那里做自旋。它与

旋转平台之间还是没有任何运动。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

M
v

0B
v

00 Bγω =

进动轴 

进动 

自旋 
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图 7.6  在旋转平台上，磁向量并不做进动。 

接下来，我们也站到旋转平台上去，并在旋转平台上施加一个新的磁场

1B
v
，其方向与主磁场 0B

v
的方向相垂直。在旋转平台上，磁向量M

v
根本感觉

不到主磁场 0B
v

的存在，它只感觉到新磁场 1B
v
在用力推它。因为向量M

v
的方

向与新磁场 1B
v
的方向不一致，M

v
就会绕着 1B

v
的方向做进动（图 7.7）。进

动的频率是 11 Bγω = 。在磁向量M
v
碰到旋转平台地板的那一瞬间，我们马上

把新磁场 1B
v
关掉。这样一来，我们就圆满地完成了把磁向量M

v
撞倒的艰巨

任务。我们只是很短暂地开启新磁场 1B
v
，如果我们在磁向量M

v
碰到旋转平

台地板的那一时刻关掉新磁场 1B
v
的话，新磁场 1B

v
就叫做 90° RF 脉冲。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 7.7   在旋转平台上，主磁场的影响可以被忽略。只有新的 B1  在起作用。  

M
v

00 Bγω =

平台旋转轴 

1B
v

M
v

11 Bγω =
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这个新磁场 1B
v
到底是个什么东西呢？这个磁场 1B

v
是加在旋转平台上的，

这个旋转平台以拉莫尔频率进行转动。对于 1.5 特斯拉的 MRI 设备来说，质

子的拉莫尔频率大约为 64 兆赫芝。所以， 1B
v
是一个交变电磁场，其交变频

率与拉莫尔频率相同。相同的频率用技术术语来表述就是共振频率。 1B
v
的 

RF 信号是用 RF 线圈发射给病人的。RF 线圈就是一架天线。整个利用 1B
v

 

RF 交变电磁场把磁向量M
v
撞离平衡状态的整个过程叫做 RF 激励。 

 
在 RF 激励之后，我们关闭 1B

v
。现在，净磁矩向量M

v
离开了平衡状态而

进入激发状态，并绕着在主磁场 0B
v

的方向做进动。此时，携带病人质子密

度信息的 RF 信号就从病人体内发射出来了。 
 
这时，净磁矩向量M

v
是处于激发态。而激发态是不稳定的。在 RF 激励

之后，净磁矩向量 M
v

要经过一段弛豫期，并慢慢地返回到原来的平衡状

态。在平衡状态下，向量M
v
指向 0B

v
的方向（图 7.8）。在直角坐标系中，

0B
v

的方向是 z 轴方向，旋转平台的地板是 x-y 平面。 

 
向量M

v
的 x 和 y 分量共同组成 MRI 信号。当净磁矩向量M

v
经过弛豫回

到平衡状态后， M
v
的 x 和 y 分量就变成零了。此时，也就接收不到任何 

MRI 信号了。若还要接着采集数据，需要再对物体施加一个 RF 脉冲。这个

过程就这么重复着，直到我们为成像采集到了足够的数据为止。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 7.8 磁向量弛豫过程示意图。 

x

M
v

y

z

平衡状态

激发状态 
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7.3 成像 “I” 

其实，在第7.2节中所描述的从病人体内发出的 RF 信号并不能用来成像。

因为这个信号是人体内各处信号的总合，是个大杂汇。我们需要想办法让信

号对位置进行编码，是其携带位置信息。 这个编码的工作是由梯度线圈完

成的。 
 
在 MRI 设备中，有很多线圈。有个大的主要线圈是浸泡在液氦中的超导

线圈，它是用来产生一个强大的静止磁场 0B
v

的。RF 线圈是用来向病人发射 

RF 激励信号，并用来接收从病人发出的用来成像的 RF 信号。此外，MRI 
设备中还有别的线圈，它们是 x 梯度线圈，y 梯度线圈，和 z 梯度线圈。 

   

7.3.1 获取 z 方向信息—层片选择 

z 梯度线圈的示意图见图7.9。在这两个线圈中，电流的流向是相反的。它

们分别产生两个局部磁场。其中一个对主磁场 0B
v

起加强作用，而另一个起

削弱作用。 最后合成的磁场仍然指向z轴方向，但是，对 z 值大一些的位

置，磁场强度强一些， 而对 z 值小一些的位置，磁场强度弱一些。磁场沿 z 
轴方向就有了梯度。 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 7.9  z 梯度线圈在 z 方向产生了一个非均匀的磁场。  

z
B
v

0BB = 0ωω =

0BB >

0BB <

0ωω >

0ωω <
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z 梯度线圈产生的非均匀的磁场使得在不同的 z 位置有不同的拉莫尔频率 

ω。只有在一个层片上的拉莫尔频率是 ω0。我们同时开启z梯度和 1B
v

 R F脉

冲，我们也同时关闭 z 梯度和 1B
v

 RF 脉冲。 1B
v

 RF 脉冲的频率是 ω0。根据共

振频率的原理，病人身体中只有一个 z 层片能感觉到 1B
v

 RF 脉冲的作用。也

就是说，只有在一个特定 z 层片上的质子才能被激发， 也才能发出 RF 信号

（图 7.10）。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

图 7.10 片层选择是靠 z 梯度和B1 交变磁场携手完成的。  

7.3.2获取 x 方向信息—频率编码 

我们要用 x 梯度来提供位置的信息。当我们准备要从病人接收 RF 信号

时，我们开启 x 梯度。x 梯度是由 x 梯度线圈产生的，它使磁场强度沿着 x 
方向变化。用 x 梯度来对 x 位置编码的工作原理如图 7.11所示。利用关系式

Bγω = ，较强的场强对应着较高的频率。这样一来，x 的位置坐标就可以用

所接收到的频率来决定了。 
 
 

 

 

1B
v

z

均匀 0B
v

 均匀 0B
v

 

较强的 B
v

 

较弱的 B
v

 

加 RF 脉冲前 加 RF 脉冲后 RF 脉冲和 z 梯度同时开启 

z 梯度线圈

RF 线圈 
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图 7.11 较强的场强可产生较高的频率。  

x 梯度线圈如图7.12所示。我们假设 x 轴的正方向是从病人的右耳指向左

耳。x 梯度只有当我们接收 RF 信号的时候才开启，在其它时间它都处于关

闭状态。所以，x 梯度又叫做读出梯度。千万不要在层片选择时就把 x 梯度

打开，因为两个梯度若同时开启，这两个梯度会相加，并产生出一个沿着第

三个方向的梯度。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

N
S

N S

均匀 B

相同的频率 

较强的 B 

较弱的 B 

较高的频率 

较低的频率 
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图 7.12  x 梯度线圈会沿读出方向改变磁场的场强。  

7.3.3获取 y 方向信息—相位编码 

在层片选择之后，在 RF 信号读出之前，我们可以短暂地开启一下 y 梯
度。在所有的梯度线圈都不通电的时候，在任何位置的磁向量M

v
都是以相

同的频率（即相同的速度）在做进动。但是，一旦开启了 y 梯度，磁场强度

在不同的 y 位置（即y坐标）是不同的。结果，不同 y 位置上的磁向量M
v
以

不同的拉莫尔频率做进动。比如，在 y 值大的地方，进动得快一些（图

7.13）。在 y 梯度开了一小段时间后，马上把它关掉。在这个时刻，磁向量

M
v
在不同的 y 位置就转过了不同的角度（即相位）。这个相位就携带着 y 

位置的信息。 
 
 

0B
v

x

x

z

较强的 B 较弱的 B 

较强的 B 
较弱的 B 
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图 7.13   y  梯度使相位成为 y 位置（即 y 坐标）的函数。  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 7.14  y 梯度线圈会沿 y 方向改变磁场的场强。 
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y
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加 y 梯度脉冲前 y 梯度开启 加 y 梯度脉冲后 

相位 相位 
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v

yz
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y 梯度线圈看上去和 x 梯度线圈没有什么不同，只是的它们的安放位置差

了 90°。有效的梯度范围局限在线圈两个环之间的间隙处（图7.14）。 
 
图7.15显示了一个基本的 MRI 数据采集过程的时间流程图。这个流程要

重复多次。每一次都要改变y梯度的值。在下一节里，我们会看到所测到的

数据恰好是原本图像  f(x, y) 的二维傅里叶变换。这个原本图像 f(x, y) 反映了

病人体内的氢原子核的分布情况。图象重建只需做一个二维傅里叶反变换就

行了。图7.16显示了一个有代表性的 MRI 图像。在 MRI 数据采集流程图

中，我们发现在 x 读出梯度之前有一个小的负脉冲。这个负脉冲的作用是产

生一个信号的“回波”，使最强的信号出现在信号时间区间的中间。 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 7.15 MRI 脉冲序列的时间流程图。 

 

 
图 7.16 一个典型的 MRI 头部图像。 

时间 

时间 

时间 

时间 

时间 

RF (B1 磁场) 

z 梯度 Gz 

y 梯度 Gy 

x 梯度 Gx 

RF 信号读出 
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7.4* 数学表达式 

在这一节里，我们假设层片选择的步骤已经完成，三维磁向量 ),( yxM
v

只

是 x 和 y 的函数。向量 ),( yxM
v

可以分解成其 x 分量 Mx(x, y)，y 分量 My(x, 

y)，和 z 分量 Mz(x, y)。我们定义一个复值函数 f(x, y) 为 
 

),(),(),( yxiMyxMyxf ix += 。 

 
MRI 的成像目标是要得到这个复值函数 f(x, y) 并显示其幅值 | f(x, y)| 让放

射科的医生来读。  
 
让我们先来考虑读出梯度（即 x 梯度）的影响。当 x 梯度开启时，磁场强

度是 x 的函数 
 

xxGBxB += 0)( ， 

 
其相应的拉莫尔频率可以这样算出： 

 
)()( 0 xxGBx += γω 。 

 
在读出的时候，函数 f(x, y) 就做了频率编码，成为  
  

))(2cos(),())(2cos(),( 0 txGByxftxyxf x+= πγπω ， 

 
式中 γB0 是载波频率，它对图像重建没有任何贡献。在 MRI 的信号接收机

中有个解调器。解调器的目的是剔除这个载波频率。载波频率被除去以后，

剩下的基带信号就是 
 

)2cos(),( txGyxf xπγ 。 

 
 因为 MRI 信号来自整个 x-y 平面，接收到的基带信号是 x-y 平面上每一

点 (x, y) 上的信号的和，也就是： 
 

dxdytxGyxf x∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

)2cos(),( πγ 。 

 
其次，我们考虑相位编码梯度（即 y 梯度）的影响。让 y 梯度开启一段时

间，马上再关闭。这个时间区间的长度为 T。在这个时间区间内，磁场强度

是 y 的函数 
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yyGByB += 0)( ， 

 
其相应的拉莫尔频率可以这样算出： 

 
)()( 0 yyGBy += γω 。 

 
经过时间段 T 之后，相位的变化 φ 就是 y 的函数 
 

TGyTByTy yγγωφ +== 0)()( 。 

 
可别忘了，函数 f(x, y) 是个复数，它可以用幅度和相位来表达 

 
),(),(),( yxieyxfyxf ϕ= 。 

 
在相位改变了 φ(y) 之后， f(x, y) 就变成了 
 

)()(),( 0),(),( TyGTBiyiyxi yeyxfeeyxf γγφϕ +−− = 。 

 
我们可以不去理会指数中的第一项 γB0T，因为这个角度（即相位）与 y 

无关。也就是说，在所有的位置向量都经历了这个相移。它不携带任何图像

的信息。 
 
图像函数 f(x, y) 经过相位编码后，成为 
  

TyGi yeyxf πγ2),( −
， 

 
这就是我们要读出的信号。所以，我们读出的信号是 

 

dxdytxGeyxf x
TyGi y∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

− )2cos(]),([ 2 πγπγ
。  

 
MRI 设备通常使用的是正交数据采集方式。 它有两个输出，它们的相位

差是 90° 。 其中一个输出是 
 

dxdytxGeyxf x
TyGi y∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

− )2cos(]),([ 2 πγπγ
，  

 
而另一个输出是 
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dxdytxGeyxf x
TyGi y∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

− )2sin(]),([ 2 πγπγ
。  

 
我们可以把这两个输出用复数合并起来。令一个输出为实部，令另一个

输出为虚部，我们就得到一个复的信号 
 

dxdyeeyxftsignal txGiTyGi xy∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−−= πγπγ 22),()( 。  

 
这个式子可重新写成 
 

dxdyeyxftsignal TGytGxi
G

yx
y ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

+−= )]()([2),()( γγπ
，  

 
我们一眼就可以看出它是图像 f(x, y) 的二维傅里叶变换 ： 

 

dxdyeyxfkkF TGytGxi
yx

yx∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

+−= )]()([2),(),( γγπ
，  

 
式中， tGk xx γ=  和 TGk yy γ= 。当我们对时间信号以时间 t 为变量采样

时，我们实际上是以 x 方向上的频率 kx 为变量采样。当我们重复扫描过程，

而每次用不同的值 Gy，我们实际上是以 y 方向上的频率 ky 为变量采样。正

是由于这个原因，人们常把 MRI 的信号空间称为 k 空间（图7.17）。这个 k 
空间就是原本图像的傅里叶空间。在采集数据的时候，根据 tGk xx γ=  和 

TGk yy γ= ，k 空间被一行一行地填满。 

 

 
图 7.17   k 空间示意图。 

xk

yk
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最后，我们来考虑一个不同的 k 空间扫描方法—极射线扫描方法。这里，

“极”的含意是极坐标。在这个方法中，x 梯度和 y 梯度总是同时开启，同

时关闭（图7.18）。在这个方法中，没有相位编码，只有读出编码。读出编

码的方向取决于 x 梯度和 y 梯度。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 7.18 极射线扫描的时间流程图。  

利用极射线扫描的读出信号可以由下式给出 
 

dxdyeyxfkkFtsignal tGytGxi
yxGG

yx
yx ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

+−== )]()([2
, ),(),()( γγπ

。 

 
式中， tGk xx γ= 及 tGk yy γ= 。比值关系式ky/kx = Gy/Gx 高诉我们，每一个 

RF 激励周期都在 k 空间测量一条斜率为 Gy/Gx 的直线（图7.19）。对于不同

的 RF 激励周期，都要用一组新的 Gx 和 Gy，从而得到 k 空间的一条新的直

线。图7.19让我们回想起了那久违了的中心切片定理。我们因而可以用第2.3
节所介绍的 FBP 算发来重建这个 MRI 图像。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 7.19   极射线扫描的 k 空间采样示意图。  

时间 

时间 

时间 

时间 
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7.5 例题 

例 题  1 磁 M
v

向 量 有 三 个 分 量 ： Mx ， My ， 和 Mz 。 这 个 幅 值

222
zyx MMM ++ 是个不变的常数吗? 

 
答案 

 
它不是一个不变的常数。在弛豫过程中， Mx 和 My 恢复到零的速度要快

于Mz 恢复到其平衡状态最大值的速度。这样一来，磁向量 M
v

的幅值
222
zyx MMM ++ 就是一个随时间而变的量了。 

 
例题 2 MRI 从 RF 线圈接收到的信号是模拟信号，经过模数转换器后就变

成了数字信号。模数转换器的采样速率是否决定着图像的分辨率？  
 
答案 
 
不是的。MRI 图像的分辨率是由k空间采样范围（而不是采样点之间的间

隔）决定的。在k空间，离原点（即直流点）最远的采样点的位置决定图象

中的最高分辨率。而模数转换器的采样时间间隔决定图像的视野。如果模数

转换器的采样速率不够高的话，图像中就会有混叠的伪影。例如，鼻子会混

叠到后脑勺上去。 
 
例题 3* 设计一个脉冲序列来产生一个 k 空间的螺旋线轨道。 
 
解 
 
对于这种情形，x 梯度和 y 梯度必须同时开启。k 空间采样点 kx 和 ky 的一

般表达式分别为 
 

tGk xx γ=  和 tGk yy γ= ， 

 
另一方面，k 空间螺旋线的一般表达式分别是 

 
)cos()( ttk x ⋅⋅= βα  和 )sin()( ttk y ⋅⋅= βα ， 

 
起中，α 和 β(t) 是两个参数。我们可以选择 

 

))(cos( ttGx ⋅= β
γ
α

 和 ))(sin( ttGy ⋅= β
γ
α

。 
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这个k空间的螺旋线扫描轨迹和所对应的时间流程图如图7.20所示。其图

像重建通常是把k空间的采样点插值到直角坐标系的阵列中去，然后再用二

维傅里叶反变换来得到原本图像。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 7.20 螺旋线扫描k空间轨迹以及时间流程图。  

7.6 小结 

• MRI 的工作原理与透射型断层成像和发射型断层成像都不同。MRI 
信号是收音机频段的无线电波，这个信号是用称为线圈的天线来接

收的。 
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• 磁“M”部分：病人必须放在一个强磁场中，这样，由质子自旋产

生的磁矩才有机会按一个方向排列起来。 
 

• 共振“R” 部分：用共振的射频信号向病人辐射，就可使净磁矩向

量M
v
被撞倒，离开主磁场方向。净磁矩绕主磁场方向进动时，射频

信号就从病人体内发射了出来。 
 

• 成像“I”部分：用开启和关闭梯度线圈的办法可以对病人发出的射

频信号进行位置编码，以使 MRI 信号携带位置信息。 
 

• RF 线圈所接收到的 MRI 信号是傅里叶域（也称空间频率域，或k空
间）中的信号。图像重建是靠二维反傅里叶变换完成的。 

 
• 在阅读完本章后，读者应至少知道 MRI 信号是怎样对位置进行编

码，使之携带位置信息的，以及为什么 k 空间信号是物体图像的傅

里叶变换。 
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英汉对照表 

 
2 

2D 二维 
3 

3D 三维 
A 

ADC = Analog-to-Digital converter 模数转换器 
Adjoint 伴随 
Algorithm 算法 
Aliasing 混叠 
Analytical 解析的 
ART = Algebraic Reconstruction Techniques 代数重建

法 
Artifact 伪影 
Attenuation Correction 衰减修正 
Attenuation 衰减 
Attenuator 衰减媒介 

B 
Backprojection 反投影 
Backprojector 反投影算子, 反投影器 
Baseband Signal 基带信号 
Bayesian Law 贝叶斯法则 
Beer’s Law 比尔法则 
Boltzman Constant 波尔茨曼常数 

C 
Carrier Frequency 载波频率 
Central Slice Theorem 中心切片定理 
Closed Loop 闭环 
Coincidence Detection 同时检测 
Collimator 准直器 
Compton Scattering 康普顿散射 
Condition Number 条件数 
Cone Angle 锥形张角 
Cone-Beam 锥形束 
Conjugate Gradient Direction 共轭梯度方向 
Consistent 相容的 
Convergent Beam 会聚型光束 
Convex Function 凸函数 
Convolution Kernel 卷积核 
Convolution 卷积 
CT = Computed Tomography 计算机断层成像 
CT Number CT值 
Cut-Off Frequency 截止频率 
Cut-Off Index 截断指标 
Cutting Plane 切割平面 
Cyclotron 回旋加速器 

D 
Damping Factor 阻尼因子 
Data Sufficiency Condition 数据足量条件 
DC = Direct Current 直流 
Deblurring 去(掉)模糊 
Deconvolution 反卷积 
Demodulator 解调器 
Detector Bin 探测器的像元, 探测元 
Deterministic 确定性的，非随机的 

Dirac delta function 狄拉克δ函数 
Divergent Beam 发散型光束 

E 
Emission 发射 
Event 事件 
Excited State 激发态 
Expectation-Maximization 最大期望值 
Exponential Radon Transform 指数型拉东变换 

F 
Fan-Beam 扇形束 
FBP = Filtered Backprojection 先滤波后反投影 
Filtering Line 滤波线 
Forward Problem 正向问题 
Fourier Domain 傅里叶域, 傅里叶变换域 
Fourier Slice Theorem 傅里叶中心切片定理 
Fourier Transform 傅里叶变换 
FOV=Field of View 视野 
Frequency Encoding 频率编码 
Full Scan 全扫描 

G 
Global Coordinate System 整体坐标系 
Gradient Coil 梯度线圈 
Gradient Descent 梯度下降 
Great Circle 大圆 
Gyromagnetic Ratio 旋磁比 
Gyroscope 陀螺仪 

H 
Half Life 半衰期 
Hermitian Matrix 赫米特矩阵 
Hilbert Transform 希尔伯特变换 

I 
Image 图像 
Interior Problem 内部重建问题 
Inverse Problem 逆问题 
Iterative 迭代的 

J 
Jacobian Factor 雅可比因子 

L 
Lagrange Function 拉格朗日函数 
Lagrange Multiplier 拉格朗日乘数 
Laplacian operator 拉普拉斯算子 
Larmor Frequency 拉莫尔频率 
Likelihood Function  似然函数 
List Mode 列表模式 
Local Coordinate System 局部坐标系 
Local Operation 局部运算 

M 
Magnetic Moment 磁矩 
Maximum a posteriori 最大后验概率 
Maximum-Likelihood 最大似然 
Merry-go-round 旋木 
ML-EM = Maximum-Likelihood Expectation-

Maximization 用求最大期望值的方法求似然

函数的极大值 



MRI = Magnetic Resonance Imaging 磁共振成像 
N 

Normal Equation 正交方程 (通常译成:正规方程) 
Notched 带缺口的 
Nuclear Reactor 核反应堆 

O 
Objective Function 目标函数 
One-Step Late 迟一步 
Open Loop 开环 
Ordered-Subset 分成有序的子集 
Orlov’s Condition 沃尔洛夫条件 
OS-EM = Ordered-Subset Expectation-Maximization 用

分成有序的子集的方法求似然函数的极大值 
Over-determined 超定的 

P 
Parallel Line-Integral Data 平行的线积分数据 
Parallel Plane-Integral Data 平行的面积分数据 
Parallel-Beam 平行光束 
PET = Positron Emission Tomography 正电子发射断层

成像 
Phantom 模型 
Phase Encoding 相位编码 
Piecewise-Constant 分段常数的 
Pinhole Collimator 针孔准直器 
Pixel 像素 
Pixel-Driven 像素决定的 
Plank constant 普朗克常数 
Poisson Noise 泊松噪声 
Polar Scanning 极射线扫描 
Prior Knowledge 先验知识 
Projection Slice Theorem 投影切片定理 
Projection 投影 
Projector 投影算子, 投影器 
Pseudo inverse 伪逆 
Pseudo Solution 伪解 
PSF = Point Spread Function 点扩散函数 

Q 
Quadrature Data Acquisition 正交数据采集 

R 
Radiopharmaceutical 放射性药物 
Radon Transform 拉东变换 
Ramp Filter 斜坡滤波器 
Ray Sum 射线和 (即沿着一条射线求和) 
Ray-Driven 射线决定的 
Read-Out Gradient 读出梯度 
Rebin 嵌入, 重新排列 

Reconstruction 重建 
Relaxation Factor 松弛因子 
Relaxation 弛豫 
Residual Image 误差图像 
Resolution 分辨率 
Resonance Frequency 共振频率 
RF = Radio Frequency 无线电收音机频率, 射频 
RF excitation 无线电频率激励 
ROI = Region of Interest 感兴趣区域 
Rotating Platform 旋转平台 

S 
Searching Direction 搜索方向 
Sensitivity 感光度 
Shift Invariant 移动不变的 
Short Scan 短扫描 
Singular Value Decomposition 奇异值分解 
Sinogram 正弦图 
SIRT = Simultaneous Iterative Reconstruction Technique  

联立迭代重建方法 
Slice Selection 层片选择 
Sparsifying Transform 稀疏变换 
Spatial Domain 空间域 
SPECT = Single Photon Emission Computed 

Tomography 单光子发射计算机断层成像 
T 

Taylor Expansion 泰勒展式 
Tomography 断层成像 
Top 陀螺 
Total Variation 全变差 
Transfer Function 传递函数 
Transmission 透射 
Transversal Plane 横截平面 

U 
Under-determined 欠定的 
Undersampled Data 

W 
Window Function 窗函数 

X 
X-ray X光 

Z 
Zero Quasi-Norm 0伪范数 

 
 
 
π-line π直线 
π-segment  π线段 

 
 


