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大口径光学元件磁流变加工驻留时间求解算法 

李龙 『fl 邓伟杰 张斌智 白 杨 郑立功 张学军 
／ 中国科学院长春光学精密机械与物理研究所，吉林 长春 130033、 

＼ 。中国科学院大学，北京 100049 ／ 

摘要 为了解决大口径光学元件磁流变高精度加工问题，基于矩阵运算模型，提出了 SBB(Subspace Barzilai and 

Borwein)最小非负二乘与自适应 Tikhonov正则化相结合的驻留时间快速求解方法。同时，在一次收敛中采用双 

去除函数优化螺旋线轨迹下光学元件的加工，保证中心区域与全 口径面形精度一致。仿真表 明该算法与常用 

I awson-Hanson最小非负二乘法相比，计算精度一致且求解效率大幅提高。对 60O mm以彗差为主的光学表面 

模拟加工，峰谷(PV)值和均方根(RMS)值从初始的 2．712A与 0．461A中心区域全局一致收敛到 0．306A和0．0199A 

( 一632．8 nm)。因此，提出的算法能够在有效保证面形收敛精度的同时快速获得稳定可靠的驻留时间分布，为磁 

流变抛光应用于大口径光学元件提供有力支持。 
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Dwell Time Algorithm for Large Aperture Optical Element in 

Magnetorheological Finishing 
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Abstract In order to obtain high precise optical surface by magnet0rheologica1 finishing (MRF)，an algorithm 

combined with SBB (Subspace Barzilai and Borwein)and adaptive Tikhonov regulation is proposed to get dwell time 

distribution based on matrix multiplication．Moreover。double removal functions are introduced to polishing of the 

circle mirror with spiral path to guarantee the convergence of center area and surface precision of full aperture． 

Algorithm S simulation shows that the accuracy of the method mentioned above iS the same with traditional Lawson． 

Hanson method，but the computing rate iS much faster than the latter．The example calculation of 600 mm circle 

mirror with main coma surface error presents that the value of peak—valley(PV)value and root mean square(RMS) 

from 2．712A and 0．461A converges to 0．306A and 0．O1992 (A一 632．8 nm)with the center and ful1 aperture 

consistent．Therefore。the algorithm in this paper can ensure the convergence accuracy of the surface shape while 

solving the dwell time distribution effectively and keeping the solution accurate and stable fast．The result provides 

support to the application of MRF on large aperture optical element． 

Key words optical fabrication；dwell time；matrix multiplication；full aperture convergence~magnetorheological finishing 
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引 言 
磁流变抛光 (MRF)是一种高效确定性 的光学 
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质，形成具有一定硬度的缎带凸起 ，这一凸起对光学 

工件表面正压力很小 ，但是剪切力很大 ，以剪切 的方 

式实现材 料的去除。磁 流变液 中的磨 料是粒径 为 

8 m的氧化铈，抛光材料为 K9玻璃，抛光轮直径为 

160 mm，抛光轮转速为 120 r／min，抛光轮最低点到 

玻璃工件表面的抛光间 隙是 1_1 mm，常温下 测出 

多组 MRF去除函数，进行平均处理后如图2所示， 

其作用区域是一个约 l1．85 mm×4．15 mm大小的 

标准 D字形 ，材料去除率仪沿 z方向对称分布。 

2．2 矩阵模型 

磁流变抛 光加工 工艺作 为一 种特殊 的 CCOS 

技术 ，材料去除的基本模型依然遵循 Preston方程。 

以Preston方程为基础，当磨头以某一加工轨迹扫 

描整个光学表面后 ，可以得到 ： 
N 

E(aci， )一 R ( 一￡，Yl一 )·T(￡， )， 
J一 1 

(1) 

式中 R (z 一￡，Y 一 )表示磨头驻 留在驻 留点 

( ，rh)对去除点 (或数据点)(-z ， )单位时间内的 

去除量 ，T(￡，仍)表示 磨头 驻 留在 点 (￡， )的时 

间，N是驻留点总数，求和后说明 E(z ，Y )是磨头 

依次驻留在所有驻留点后对点(z ，Y )总的去除量。 

尽管(1)式可以认为是卷积的形式 ，但是和圆对称去 

除函数不同，在螺旋线或者同心圆的轨迹中，D字型 

的去除函数 R 和光学表面坐标轴的相对角度随着 

加工区域的变化而变化 ，传统基于卷积的傅里 叶变 

换和迭代法等算法不适合这种情况。因此 ，根据 (1) 

式的实际物理意义 ，把这种特殊的卷积变换为矩 阵 

的乘积 。 

令 E(x ，Y )一 P ，R (z 一￡，Y 一 )一 ， 

T(￡， )一 tj， 

× (2) 

简单描述为 E—R×T，一般称之为驻 留时间矩 

阵方程 ，R是去除函数矩阵，M 是去除点数量 ，N 是 

驻留点数量。这样 ，反卷积运算求解驻 留时间变换 

成求解(2)式矩 阵方程的非负解 。磁流变加工 中光 

栅、螺旋线或同心圆等加工轨迹下的卷积都可以转 

换成矩阵运算的形式 ，驻 留点和去除点 的密度也可 

以任意选取，同时在一次收敛中可以使用多种去除 

函数及多种加工轨迹 ，因此这种基于矩阵的驻 留时 

间求解算法具有广泛 的适用性 ，为磁流变加工过程 

控制参量优化提供了方便的算法平台。 

3 驻留时间优化求解 

3．1 SBB快速非负最小二乘法 

在(2)式驻留时间矩阵方程中，去除函数矩阵 R 

的行列维度分别是 光学表面去除点和驻 留点 的数 

量，对于大V1径光学元件磁流变加工而言，R是一个 

大规模甚至超大规模稀疏矩阵，同时驻 留时间又不 

能为负值。因此需要一种能够快速高精度求解稀疏 

矩阵方程非负解的算法。最常用的非负解求解工具 

是商品化计算软件 Matlab中的lsqnonneg函数，它 

以Lawson—Hanson非负二乘为核心算法，这种方 

法虽然求解精度很高，但是计算效率却不能满足大 

口径光学元件磁流变加工的驻留时间求解。 

Dongmin等l】 在 2012年提出了超快求解线性 

方程 组 非 负 解 的 SBB(Subspace Barzilai and 

Borwein)方法 。为了描述方便 ，(2)式可以写成 ： 

Rt— e，t≥ 0， (3) 

式中R∈ ，e∈ 。R是驻 留时间矩阵，t是驻 

留时间分 布的列 向量 ，e是去 除点的列 向量 。SBB 

算法以求解(3)式的非负最小二乘解为基础，优化残 

差的 2范 数 ，其 相 当于 优 化 面 形残 差 的均 方 根 

(RMS)值 ，标准形式为 
1 

rain[f(t)]一 Il —P lI ，t≥0． (4) 
t 厶 

考虑到利 用二 阶海森 矩阵 巨大 的计 算开 销， 

SBB是一种基于一阶梯度的非负最小二乘算法。 

给定初始值后，迭代计算公式为 

t 一 Et 一 ·Otk V厂(t )]+， (5) 

式中[·]+表示正交投影 ， 是确保迭代收敛的可调 

收缩因子，由SBB方法的步长改进而来的迭代步长 

a  通过下式得到： 

(6) 

f 

，

． 

． 

V l ll O 刈 

) ，， 

一 

一 ㈤ 
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迭代终止条件 ： 

l】 ^ (￡ )ll ≤￡，￡≥ 0． (7) 

厂一是(4)式 中 厂的投影梯度 ，定义为 

[ )] 一j mi n。L U~ iJ 一(8) )]z一{ ㈩
， ≥ o 

SBB算法不要求 -厂是严格的凸规划，因此对R 

矩阵要求比较宽松，R可以是列满秩的也可以是亏 

秩的矩阵。在实际磁流变加工过 程中获得 的 R往 

往是列满秩的，因此 SBB能够有效求解(2)式。 

3．2 自适应 Tikhonov正则化 

和所有反问题的不适定性一样 ，应用 SBB算法 

快速获得的驻留时间可能是不稳定 的，即面形误差 

微小的扰动将导致驻留时间分布的巨大变化。这种 

驻留时间分布不稳定的现象取决于去除函数矩阵R 

的病态性 ：R的病态性越强 ，驻留时问越不稳定。实 

际光学加工过程 中，虽然磁流变加工的去除函数是 

确定的，但是面形误差、驻留点和数据点的分布多种 

多样，R可能是病态的甚至是强病态的。因此，为了 

确保驻留时间的稳定性，引入数学上解决不适定 问 

题的普遍方法一Tikhonov正则化口 。 

引入标准正则化因子后 ，(3)式等价为 

(R R+ )t— R e，t≥ 0， (9) 

优化 目标为 

minEf(t)]一 [1I Rt—e lI。+J9 lI If l1]，t≥ 0， 

(10) 

即满足下式最小 ： 

mmI ／∑{∑[R(忌， ) ( )一 (忌)]。)+ ∑￡ 『． 

(11) 

数学上，口正则化 因子的引入起到了稳定线性 

方程组解的作用。口值大，解的稳定性好，但是与实 

际问题的解偏差大 ； 值小 ，起 到的调节方程组病态 

性的作用越小 ，解的稳定性不好。在磁流变抛光 中 

还有其实际的物理意义，由(10)式可以看出，它是 

在计算的剩余面形误差和总的驻留时间之间引入了 

一 个调节权重，这样可以选择合适的 ，既保证面形 

收敛精度又使加工时间不会太长。 

正则化因子的选取一般用 L曲线方法 ]，但 

是这种方法计算量大，效率低。引用文献[12]提出 

的一种 自适应正则化方法 。这种方法通过迭代可以 

迅速调整正则化因子 』9接近最优值，而与 的初始 

值无关。基本计算公式为 

一 in( + )． (12 

是第是-I-1次迭代的修正值，￡ 是第志次迭 

代中应用 SBB快速求解的驻留时间解。当相邻两次 

迭代结果相差很小时，可以停止迭代： 

(1l tk+bl 一 ll bb )／1】 bb ≤ ， ≥ 0． 

(13) 

这种 SBB和自适应正则化结合的方法，既满足 

了对大型稀疏矩阵方程 的求解效率和精度，又保 证 

了解的稳定性，对于大口径光学元件的驻留时间求 

解非常有利 。 

3．3 面形收敛优化 

由讨论可知上述算法能快速高效求解稳定的驻 

留时间。但对磁流变抛光以螺旋线轨迹加工圆形光 

学表面的仿真结果表明 ：光学表面 的中心出现 了明 

显的凸起或者凹陷形式的残余误差，这直接影响了 

全局峰谷(PV)值和RMS值的收敛。考虑磁流变抛 

光的去除函数分布，其原因可以用图 3(a)说明。当 

去除函数以图 3(a)中的方式沿着螺旋线轨迹扫描 

时，1)如果螺旋线最小的半径小于去除函数 方向 

长度的／2倍(0< < 1)，去除函数去除量较大的部 

分发生重叠 ，在收敛的过程 中光学表面中心点附近 

形成凹陷；2)如果螺旋线最小的半径大于去除函数 

方向长的y()，> O)倍，去除函数去除量较小的部 

分发生重叠甚至不发生重叠，在收敛的过程 中光学 

表面中心点附近形成凸起 。理论 上 一 y是一个平 

衡的位置，但是仿真表明，此时中心点附近区域面 

形收敛出现振荡，即中心区域是凹陷(凸起)，凹陷周 

围出现凸起(凹陷)，这种凸凹往往振荡多次，因此在 

单一去除函数下，仅仅调节螺旋线轨迹最小半径这 

一 变量不能解决中心区域明显凹陷和凸起的问题。 

图 3 螺旋线轨迹 。(a)单一去除函数 ； 

(b)双去除函数组合 

Fig．3 Spiral path．(a)Single removal function； 

(b)composition of double removal function 

为了解决中心区域一致收敛的问题，可以利用 

基于矩阵运算的驻留时间求解算法，在去除函数矩 

阵 R的建立 过程 中，针对同一螺旋线加工轨迹 ，不 

同区域使用不同去除函数，这样去除函数成为另一 
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I：1径下，SBB和自适应正则化相结合的方法也仅用 

约 100 s的时间完成求解；当加工 1 m量级或更大 

1：I径的光学表面时，使用的去除函数作用区域会相 

应增大(一般可 以达到 40 mmX 2O ram)，去除点和 

l0一 

一 哥一SBB—PV ／ 

—  SBB—RMS 
⋯  

isqnon—PV 
一  一

lsqnon—RMS 

10 —  

驻留点密度适 当稀疏调整 ，因此 SBB结合 自适 应 

Tikhono 正则化求解方法可以在保证高计算精度 

条件下，快速获得大口径光学元件磁流变加工的稳 

定驻 留时间分布。 

图 6 单一去除函数仿真。(a)模拟加工后的 PV和 RMS~；(b)不同口径 F的计算效翠 

Fig em。val ion s 。n．(a) ue。 PV a (b)c。 e cient with diff “t p “ 
．

6 Single funct imulati Val f nd RMS； reputing {fi 

另一方面，图 6(a)中收敛后的PV值和RMS值 敛得到大幅提高；中心和全局收敛基本一致，面形的 

与初始面形比较，可以看出RMS值有较好的收敛，但 极值存在于边缘而不是中心区域。另外，和单一去 

是 PV值的收敛不足。以扩展后得到的 4~600 Trim圆 除函数相比，由于双去除函数优化过程仅在中心区 

形光学表面为例，螺旋线轨迹模拟加工并采用单一去 域引入一个较小的去除函数，对于同一光学 件毒 
除函数优化的结果如图 7(a)所示：PV值 1．947A， 除函数矩阵R行值不变，列值的变化小于 3 ，因此 

RMS值O．O318 ，收敛后面形的中心点附近凹陷，凹 驻留时间的计算效率与单一去除函数基本一致。这 

陷周围是较高的凸起，中心区域收敛以波纹的形式振 些充分说明：当磁流变抛光以螺旋线轨迹加工 

扩散，这也是一般情~Tm---去除函数RMS最优 光学表面时，双去除函数组合优化能够很好地蟹决 
收敛附近的常见面形分布。双去除函数优化结果如 面形中心与全局收敛不一致的问题，进一步提高面 

图7(b)所示：PV值 0．3062，RMS值 0．0199),，二者都 形收敛精度。 

明湿优于单一去除函数的结果，尤其是 PV值的收 

(b) 

图 7 模拟加工后面形误差。(a)单一去除函数；(b)双去除函数优化 

Fig．7 Surface error after simulati。n．(a)Single removal functi。n；(b)。ptimizati。n。f double rem。Val f ti。“ 

⋯  ⋯ ⋯ 一 ⋯ ⋯ 萁 以稳定的非圆对称的磁流变加工去除函数为基 ’ 阡月 王叫小肝。 ” ‘ 一 。一⋯ 

1． a』 事 

l{ aI 急 事 

l_ lI，d_【 旨譬 
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SBB和无需先验知识的自适应 Tikhonov正则化相 

结合的方法，求解驻留时问矩阵方程，在保证解的精 

度和稳定性的同时有效提高求解效率。最后，以双 

去除函优化收敛过程，有力保证 了螺旋线轨迹下圆 

形光学表 面磁 流变加工时 中心 与全 局收敛 的一 致 

性。仿真结果表明该算法相对于常用的高精度 

Lawson—Hanson非负二乘算法，求解精度一致的同 

时计算效率提高了 3个数量级。对彗差为主的 

0600 mm光学表面以螺旋线轨迹模拟加工，PV值 

和 RMS值从初 始的 2．712A和 0．461A收敛 到 

0．3062和0．0199A，中心区域与全局收敛基本一致 。 

因此，该算法能够在有效保证面形收敛精度的同时 

实现驻留时间快速稳定求解，有力地指导大口径光 

学表面的磁流变加工 。 
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